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1. Einleitung.

a) Dieudonné-Rashevsky-Probleme mit nichtkonvexen Integranden.

Die vorliegende Arbeit ist der Existenztheorie mehrdimensionaler Steuerungsprobleme mit nichtkonvexen
Integranden f(t,&,v) gewidmet, die nicht allein von v, sondern auch explizit von ¢ und £ abhéngen, wihrend

der Steuerbereich als konvex vorausgesetzt wird. Genauer betrachten wir Aufgaben der Gestalt

(P) F(z)= /Qf(t,:c(t), Jz(t))dt — inf!; =z € Wé’m(Q,Rn); (1.1)
31‘1 8x1
Th(t) %(t)
Jz(t) = : : e KCR"™ (V)teq. (1.2)
Oy .. Py
oty Otm,

Darin wihlen wir n > 1, m > 2, Q@ C R™ als Abschluf} eines beschriankten Lipschitzgebietes mit o € int ()
und einen Steuerbereich K ¢ R"™™ als konvexen Korper mit o € int (K). Der Integrand f(¢,&,v): Q x
R" x K — R ist im allgemeinen nicht mehr konvex in v. Die Struktur von (P) als Steuerungsproblem wird
ersichtlich, indem man formal Jz(t) = u(t) mit Steuervariablen u € L (Q, R™™) ansetzt.

Derartige Aufgaben, auch als Dieudonné-Rashevsky-Probleme bezeichnet, treten beispielsweise in der Ela-

01 in der Populationsdynamik °?> und der mathematischen Bildverarbeitung auf.%) Die

stizitatstheorie,
Notwendigkeit, nichtkonvexe Integranden zu betrachten, wird durch verschiedene konkrete Aufgabenstel-
lungen der Bildverarbeitung motiviert: das image-registration-Problem mit polykonvexen Regularisierungs-
termen, ®*) die Bestimmung des optischen Flusses mit einem Perona-Malik-Regularisierungsterm %) und
die vom Verfasser vorgeschlagene Steuerungsformulierung des Shape-from-Shading-Problems im Mehrbild-
verfahren. %) In allen drei Fillen ist n = m = 2, so daB die Steuerungsprobleme in Analogie zur mehrdimen-
sionalen Variationsrechnung nicht mehr konvex, sondern quasikonvex relaxiert werden miissen.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen Variations- und Steuerungsproblem ergibt sich aus dem Umstand,
dafl der Integrand in (P) a priori nur fiir v € K erklért ist. Die Beispiele aus [ WAGNER 06A], pp. 16 ff.,
und [ WAGNER 06B], p. 241 f., zeigen, dafl der Minimalwert von (P) bei der Relaxation im allgemeinen
nur dann erhalten bleibt, wenn man den Integranden auf v € R"™ \ K in “bestmoglicher Weise”, d.h. mit

[TING 69A], p. 531 f., [TING 69B] und [ WAGNER 96, pp. 76 ff.
[ BROKATE 85], [ FEICHTINGER/ TRAGLER/VELIOV 03].
[
[

BRUNE/MAURER/WAGNER 08], [FRANEK/FRANEK/MAURER/WAGNER 08], [ WAGNER 06A], pp. 108 ff., und
WAGNER 07A].
Siehe die Literaturhinweise in Kapitel 4 der vorliegenden Arbeit, wo diese Aufgabe ausfiihrlich behandelt wird.
Vergleiche [ AUBERT/KORNPROBST 06], pp. 90 — 93, und [ WAGNER 064 |, p. 114. In [ HINTERBERGER/SCHERZER/
SCHNORR/WEICKERT 02], p. 82, wird stattdessen die Anwendung eines polykonvexen Regularisierungsterms vorge-

schlagen.
[WAGNER 07A], pp. 19 f.
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(400) fortsetzt. Die Folge ist, dafl der Funktionswert (+o00) auch bei den zur Hiillenbildung verwendeten
quasikonvexen Funktionen zugelassen werden mufl. Wir wollen daher folgende Klassen von Integranden

definieren:

Definition 1.1.: Q C R™ sei AbschiufS eines beschrinkten Lipschitzgebietes und K C R™ ein konvezer
Koérper mit o € int (K).

1) (Funktionenklasse JFx): FEine Funktion f: R"™ — R U{(+00)} gehort zur Klasse Tk, falls die
Einschrankung f ’ K zu C’O(K,]R) gehort und f ‘ (R"\K) = (400) gilt.

2) (Funktior:enklasse Fx): Eine Funktion f(t,&,v): @ x R" x R" — R U{(+00)} gehirt zur Funk-

tionenklasse Fk, wenn mit einer m-dimensionalen Lebesgueschen Nullmenge N C § gilt:

a) f(t,&,v) = (+00) fir alle (t,&,v) € (2 \ N) x R" x (R"™ \K),

b) f(t,&,v) < (+00) fir alle (¢,{,v) € (2 \ N) x R" xK,

¢) die Einschrankung f ’ ((2\ N) x R" xK) ist beziiglich t Borel-mefbar und beziiglich (§,v) stetig,
d) f erfiillt eine Wachstumsbedingung °7

|f(t,.£,v)| < A(t) + B(g,v) V(t,&v) e Q2 xR" xK, (1.3)

worin A € Ll(Q, R), A | int () stetig und B auf jeder beschrinkten Teilmenge von R"™ x K beschrdnkt ist.

Fiir den Spezialfall, dal der Integrand in (P) bzw. seine Fortsetzung auf den Gesamtraum R™™ zu Fk
gehort (und damit nur von v abhéngt), wurde in [ WAGNER 07B] bereits ein Relaxationssatz bewiesen
(unten als Satz 1.3., 2) zitiert). Die passende Hiillfunktion fiir den Integranden ist die sog. unterhalbstetige
quasikonvexe Hiillfunktion (siehe Definition 2.6. unten). Das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit ist die
Verallgemeinerung dieses Resultats auf Dieudonné-Rashevsky-Probleme mit Integranden f € Fx. Dabei
stellt sich heraus, dafl die aus der mehrdimensionalen Variationsrechnung bekannte Beweismethode der

Riickfithrung auf den Spezialfall f = f(v)°®) auf Steuerungsprobleme (P) iibertragen werden kann.

b) Relaxation von (P) durch Ersetzung des Integranden; Hauptergebnis.

Relaxation bedeutet, zu einer gegebenen Variations- oder Steuerungsaufgabe eine neue Aufgabe zu finden,
deren Minimalwert mit dem bisherigen libereinstimmt, deren zuldssiger Bereich den urspriinglichen umfaft
(eventuell im Sinne einer Einbettung), und deren Zielfunktional in einer geeigneten Topologie unterhalbstetig
ist. ) Indem man in der relaxierten Aufgabe die Existenz globaler Minimalstellen sichert, wird gleichzeitig
ihre numerische Behandlung mit direkten Methoden gerechtfertigt. '*) In der vorliegenden Arbeit wollen wir
zur Relaxation von (P) den Integranden f im Zielfunktional durch eine passende Hiillfunktion ersetzen. 11)

An diese Funktion miissen folgende Bedingungen gestellt werden:

Satz 1.2. (Relaxation von (P)): Wir betrachten die Aufgabe (P) unter den Voraussetzungen aus Abschnitt
1.a). Gegeben sei eine Funktion f#(t,&,v): Q x R™ x R™ — R U{ (+00) } mit folgenden Eigenschaften:

Vergleiche [ ACERBI/FuUsco 84], p. 132, Theorem [II.1], (IL.4), und p. 134. Die Stetigkeit der Majorantenfunktion A
wird spater bendtigt, um die Offenheit ihrer Niveaumengen zu sichern; siehe Beweis zu Satz 3.3., Schritt 1.

[DACOROGNA 08], pp. 377 fl.
Vergleiche z. B. [BuTTAZZO 89], pp. 2 ff. und pp. 16 ff., [ROUBICEK 97], pp. vii ff.
Siehe [MORREY 66], pp. 15 {f., und [DAcCOROGNA 08], pp. 3 fI.

Zur Relaxation von (P) mittels Einfiihrung verallgemeinerter Steuerungen (“Youngscher MaBe”) vergleiche man
[ WAGNER 08].
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a) Es gibt eine m-dimensionale Lebesguesche Nullmenge N C Q, so daf fir alle (£, é) € (Q \ N) x R"
gilt: Der effektive Definitionsbereich der Funktion f#(£,€,-): R"™ — R U{(+oc)} ist eine Borel-
mefbare Obermenge von K, und die Einschrinkung der Funktion f# (%, é, ) auf ihren effektiven Defi-
nitionsbereich ist Borel-meffbar und auf jeder beschrinkten Menge nach unten beschrankt.

b) f#(t,&,v) < f(t,&0) fir alle (t,§,v) € (2 \ N) x R" xK, also
F#(z) = / f#(t, x(t), Jo(t)) dt < / ft,x(t), Jx(t)) dt = F(x) fir alle in (P) zuldssigen Funktionen x.
Q Q
¢) Fiir alle Folgen in (P) zulissiger Funktionen {2} mit ¥ 27 OQRY) & ynd JpN s L7 (QR™) 74
gilt: F#(2) < liminf 5 F#(2™).

d) Der Minimalwert der folgenden Aufgabe
(P)# F#(x) = /Qf#(t,sc(t),J:c(t))dt — infl; e Wy®(Q,R"); Jzt)eK (V)teQ (1.4)

stimmt mit dem Minimalwert von (P) tberein.

Dann haben die Aufgaben (P) und (P)# denselben endlichen Minimalwert, und jede Minimalfolge {z™N }
von (P) besitzt eine Teilfolge {le }, die zusammen mit ihren verallgemeinerten Ableitungen schwach* (im
Sinne des L™= (Q,R"™) bzw. des L™= (Q,R™™) ) gegen eine globale Minimalstelle & von (P)# konvergiert.

Wir zitieren nun die bisher bekannten Relaxationssitze fiir (P), wobei die Integranden als Elemente der

Funktionenklassen Fix bzw. f;"K von vornherein fir alle v € R™™ erklart sein sollen:

Satz 1.3.: Wir betrachten (P) unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 1.a).

1)'? (konvexe Relaxation von (P), Integrand hingt nur von ¢t und v ab, n = 1): Zusdtzlich sei
m>2 n=1,und K=K(o,0) CR" seieine Kugel um den Nullpunkt. Der Integrand f(t,v): Q& x R"™ —
R U{(4+00)} gehdre zu §"K, hinge jedoch nicht von & ab. Dann hat die Funktion f7(t,v): Q x R —
R U{(400)}, die fiir festest € (Q \ N) durch

fF(Ev) = f(tv) = sup{g(v) | g: R™ — R konvez, g(w)< f({,w) Vw e R } (1.5)

als konvexe Hiillfunktion von f beziglich der Variablen v und fir t € N durch Null definiert wird, die
Figenschaften a) — d) aus Satz 1.2.

2)13) (quasikonvexe Relaxation von (P), Integrand hingt nur von v ab, n > 1): Zusdtzlich sei
m>2n>1,und KCR" seiein beliebiger konvexer Korper mit o € int (K). Der Integrand f(v): R"™™ —
R U{(+00)} hinge nicht von t und & ab und gehdre zur Funktionenklasse Fx. Dann hat die Funktion
f#(): R™ — R U{(+00)}, die durch

FH@) = 199)
=sup{g(v) | g: R" — R quasikonvez und unterhalbstetig, g(w) < f(w) Yw € R™™ } (1.6)
als unterhalbstetige quasikonveze Hillfunktion von f definiert wird, die Eigenschaften a) — d) aus Satz 1.2.

Als Verallgemeinerung der Relaxationssétze von EKELAND/TEMAM und WAGNER beweisen wir den folgen-
den Satz, das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit:

[EKELAND/TEMAM 99], p. 327, Corollary 2.17., zusammen mit p. 334, Proposition 3.4., und p. 335 f., Proposition
3.6.

[WAGNER 07B], p. 3, Theorem 1.3.



Satz 1.4. (quasikonvexe Relaxation von (P), n > 1): Wir betrachten (P) unter den Voraussetzungen
aus Abschnitt 1.a); insbesondere sei m > 2, n > 1, und K C R"™ sei ein beliebiger konvexer Korper mit
o € int (K). Der Integrand f(t,&,v): Q x R"x R™™ — R U{(+00)} gehdre zur Funktionenklasse F.
Dann hat die Funktion f#(t,&,v): Q@ x R® x R"™ — R U{(+00)}, die fiir festes (i,€) € (Q\N) x R"
durch

FEEE ) = fUO(E 6 v)
=sup{g(v) | g: R"™ — R quasikonvex und unterhalbstetig, g(w) < f(t, £,w) Yuw e R™™}  (1.7)

als unterhalbstetige quasikonvexe Hillfunktion von f beziiglich der Variablen v und fiir (£, é) €N x R" durch
Null definiert wird, die Figenschaften a) — d) aus Satz 1.2. Also besitzt die Aufgabe

(P plae)(g) :/Qf(qc)(t,m(t),Jx(t))dt — infl; ze WP (Q,R"Y); Jzt)eK (V)teQ  (1.8)

denselben endlichen Minimalwert wie die Aufgabe (P), und jede Minimalfolge { N } won (P) besitzt eine
Teilfolge { N} , die zusammen mit ihren verallgemeinerten Ableitungen schwach* (im Sinne des L™ (€2, R")
bzw. des L™ (Q, R"™) ) gegen eine globale Minimalstelle & von (P)¢) konvergiert.

Als Folgerung aus Satz 1.4. beweisen wir folgenden Existenzsatz fiir Steuerungsprobleme (P) mit polykon-

vexen Integranden:

Satz 1.5. (Existenzsatz fiir (P) mit polykonvexem Integranden): Wir betrachten (P) unter den
Voraussetzungen aus Abschnitt 1.a); insbesondere sei m > 2, n > 1, und K C R"™ sei ein beliebiger
konvezer Korper mit o € int (K). Der Integrand f(¢,&,v): @ x R" x R"™ — R U{(4+00) } gehdre zu Fk.
Auperdem sei f(i,€,v): R"™ — R U{(+00)} fir alle festen (i,€) € (Q\ N) x R" als Funktion von v
polykonvez (siehe Definition 3.9. unten); dabei ist N C Q die m-dimensionale Lebesguesche Nullmenge aus
Definition 1.1., 2). Dann besitzt die Aufgabe (P) eine globale Minimalstelle & € Wé"m(Q, R™).

c) Gliederung der Arbeit.

Am Ende von Kapitel 1 stellen wir die in der Arbeit verwendeten Notationen sowie die benotigten Hilfssétze
aus der MaBtheorie zusammen. Kapitel 2 beginnt mit der Definition von quasikonvexen Funktionen, die den
Wert (4+00) annehmen kénnen; anschliefend fassen wir die bisher bekannten Eigenschaften der unterhalb-
stetigen quasikonvexen Hiillfunktion f(9¢) zu Integranden f = f(v) € Fx zusammen. Danach untersuchen
wir die beziiglich der letzten Variable gebildete unterhalbstetige quasikonvexe Hiillfunktion f(4¢) fiir Inte-
granden f = f(t,&,v) € §"K und beweisen drei Abschitzungen, die sich auf eine stetige Einschrankung
f| (Q: x A; x K) von f auf eine kompakte Teilmenge von @ x R™ x K beziehen (Sétze 2.11., 2.12. und
2.14.). Die Beweise zu Satz 1.2., Satz 1.4. und Satz 1.5. werden in Kapitel 3 erbracht. Schliellich beweisen
wir in Kapitel 4 mit Hilfe der Sétze 1.4. und 1.5. Existenzaussagen fiir ein Problem der mathematischen

Bildverarbeitung, das image-registration-Problem mit konvexen und polykonvexen Regularisierungstermen.

d) Zur Notation.
Sei k € {0,1, ...,00} und 1 < p < oo. Dann bezeichnen C*(Q,R"), LP(Q,R") und W*?(Q,R") die

Raume der r-dimensionalen Vektorfunktionen, deren Komponenten k-mal stetig differenzierbar sind, in p-
ter Potenz integrabel sind bzw. zum Sobolevraum jener L”(Q, R)-Funktionen gehéren, die verallgemeinerte
partielle Ableitungen bis zur k-ten Ordnung besitzen, welche ebenfalls im L”(2, R) liegen. Funktionen aus
den Unterrdumen Cf (€2, R") € C*(Q, R") und WP (2, R") € W"P(Q, R") haben iiberdies kompakte Triiger;
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die Komponenten von z € W(l)’oo(QJRT) besitzen Lipschitz-stetige Reprisentanten '4) mit Nullrandwerten.
Die Symbole x;, und dx/0t; konnen sowohl die klassische als auch die verallgemeinerte partielle Ableitung
von z nach t; bezeichnen. Jz ist die Jacobimatrix der Funktion x.

Mit int (A), ri(A), JA, rb(A), cl(A), co(A) und | A| bezeichnen wir das Innere, das relativ Innere, den
Rand, den relativen Rand, den Abschluf}, die konvexe Hiille bzw. das r-dimensionale Lebesguesche Maf}
einer Menge A C R". Tp: R" - Rmit 1p(t) =1 <= t € Aund 15,(t) =0 < t ¢ A ist die
charakteristische Funktion der Menge A. Wir definieren R = R U{+oc} und erweitern die natiirlichen
topologischen und Ordnungsstrukturen der Zahlengeraden in natiirlicher Weise, so dal der unendlich ferne
Punkt (+00) als groBites Element hinzukommt.

In der gesamten Arbeit betrachten wir nur eigentliche Funktionen f: R™ — R, deren effektiver Definitions-
bereich dom (f) = {v € R™ | f(v) < (+00) } als nichtleer vorausgesetzt wird. Die Einschréinkung einer
Funktion f auf eine Teilmenge A ihres Definitionsbereiches wird mit f | A bezeichnet. Gehort eine Funktion
f: R™ — R zur oben definierten Funktionenklasse Fk, so ist ihre Einschrinkung f ’ K beschriankt und
(sogar gleichmafig) stetig. Fk ist daher isomorph und isometrisch zum Banachraum CO(K, R).

Unter einem konvexen Korper K € R™ verstehen wir eine konvexe, kompakte Menge mit nichtleerem
Inneren. % Ein Punkt v € K heift Extremalpunkt von K, falls aus v = N v/ + X0, N, X >0, N + N\ =1,
v, v € K stets v' = v = v folgt. Die Menge aller Extremalpunkte von K wird mit ext (K) bezeichnet.
Jeder konvexe Korper mufl mindestens einen Extremalpunkt besitzen. Eine konvexe Teilmenge @ C K heifit
Facette von K, wenn aus v € @ und v = N o' + X' 0", NV, X' >0, XV + X' =1,v,v" € Kstets v/, v € &
folgt. 19 Auch K selbst und @ werden als (uneigentliche) Facetten angesehen. Alle Facetten eines konvexen
Korpers sind kompakt. Die Dimension & einer Facette ist die ihrer affine Hiille; wir setzen Dim (0) = (—1).
Die nulldimensionalen Facetten von K sind also genau die einpunktigen Mengen { z }, = € ext (K).

Wir verwenden drei Bezeichnungen, die vom iiblichen Gebrauch abweichen: “{z™}  A” bezeichnet eine
Folge {z™ } mit Gliedern 2V € A. Fiir A C R” ist die Abkiirzung “ (V)¢ € A” zu lesen als: “fiir fast alle
t € A” bzw. “fiir alle t € A mit Ausnahme einer r-dimensionalen Lebesgueschen Nullmenge”. Schliellich
bezeichnet das Symbol o kontextabhangig das Nullelement bzw. die Nullfunktion des zugrundeliegenden

Raumes.

e) Begriffe und Hilfssidtze aus der Mafitheorie.

Definition 1.6. (Carathéodory-Funktionen): K C R"™ sei eine Borelsche Menge. FEine Funktion
ft,&v): Q x R" xK — R heifit Carathéodory-Funktion, wenn eine m-dimensionale Lebesguesche Null-
menge N C Q existiert, so daf§ die Einschrinkung f| ((Q \ N) x R™ x K) beziiglich t Borel-mefSbar und
beziiglich (§,v) stetig ist.

Aus Definition 1.1., 2), ergibt sich, daf§ die Einschrinkung einer Funktion f € Fx auf © x R" x K eine
Carathéodory-Funktion ist.

Satz 1.7. (Satz von Scorza-Dragoni): '7) K C R"™ sei eine Borelsche Menge. Eine Funktion f(t,€,v):
Q x R™ xK — R ist genau dann eine Carathéodory-Funktion, wenn zu jeder kompakten Teilmenge Qy C Q
und jedem € > 0 eine kompakte Menge Q. C Qo mit |Q \ Q| < e existiert, so daff die Einschrinkung
f ’ (Qe x R™ xK) beziiglich (t,&,v) stetig ist.

[EVANS/GARIEPY 92], p. 131, Theorem 5.
Wir folgen [ BRONDSTED 83] und [ SCHNEIDER 93] .

Auf die in der englischsprachigen Literatur iibliche Unterscheidung zwischen “facets” und “faces” wird verzichtet,
vergl. [ BRONDSTED 83], p. 30.

[EKELAND/TEMAM 99], p. 235, Scorza-Dragoni Theorem.
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Lemma 1.8.:'%) Gegeben seien eine offene Menge Q C R™ und eine Funktion x € Ll(Q, R™). Dann kann
man zu jedem 1 > 0 und jedem & > 0 endlich viele paarweise disjunkte abgeschlossene Wiirfel Qs C €,
1 < s < r, mit Kantenlinge 0 < ns < n finden, so dafs gilt:

D9\ Uiy Q] <65 (1.9)
2) ‘xi(t)

1
—m zi(T)dT‘gé MteQs, 1<s<r, 1<i<n. (1.10)
s1JQs

2. Die unterhalbstetige quasikonvexe Hiillfunktion.

a) Quasikonvexe Funktionen, die den Wert (4+00) annehmen kénnen.

Definition 2.1. (quasikonvexe Funktion mit Werten in R):'? Eine Funktion f: R"™ — R mit
folgenden FEigenschaften heifit quasikonvex:

a) dom (f) C R™™ ist eine nichtleere Borelsche Menge;

b) f f dom (f) ist Borel-mef$bar und auf jeder beschrinkten Teilmenge von dom (f) nach unten beschrankt;

c) fir alle v € R™ erfillt f die Morreysche Integralungleichung

Fv) < Wll /Qf(v+Ja:(t))dt Vo e WhR(Q,RY:; (2.1)
das ist gleichbedeutend mit

f(v) = inf { ﬁ /Qf(v + Jx(t) ) dt ‘ S W(l)’OO(Q,]R”)7 v+ Ja(t) e R™ (V)teQ}. (2.2)

Hierbei entsteht Q C R™ als Abschluf$ eines beschrinkten Lipschitzgebietes im strengen Sinne.

Wir benutzen die Konvention, wonach das Integral [, (+00)dt Null oder (+00) zu setzen ist, je nachdem
A eine m-dimensionale Lebesguesche Nullmenge ist oder positives Maf3 besitzt. Man beachte, dal die
Abénderung des Integranden f auf einer Lebesgueschen Nullmenge des R"™"" nicht statthaft ist. Ist dom (f)
ein konvexer Korper, so kann die Menge der “Testfunktionen” in der Morreyschen Integralungleichung wie
folgt eingeschréankt werden:

Satz 2.2. (Morreysche Integralungleichung fiir Funktionen mit dom (f) = K):29 Sei K ¢ R™™
ein konvezer Kérper. Gegeben sei eine Funktion f: R™ — R mit dom (f) = K. f ‘ K sei mefbar und

beschrankt. Dann erfillt f die Morreysche Integralungleichung in v € K genau dann, wenn gilt:

flv) = inf{ﬁ /Qf(v+,]x(t))dt |2 e WY™(QRY), v+ Ja(t) €K (V)teQ}. (2.3)

b) Die auf K bezogene Hiillfunktion f*.

In allen Definitionen und Sétzen dieses Abschnitts beziehen wir uns auf einen beliebigen, aber festen konvexen
Kérper K € R™™ mit o € int (K) und den Kenngrofien cx = Dist (0, 9K) und Cx = Max (1, Max ¢k |v]),
also 0 < ek < Ck und Diam (K) < 2 Ck.

Geringfligig verandert nach [ WAGNER 07B], p. 10, Lemma 3.4. Der Beweis bleibt unverandert.

[WAGNER 06C], p. 6, Definition 2.9., als Prazisierung von [BALL/MURAT 84], p. 228, Definition 2.1., im Fall
p = (+00). Vergleiche auch [CoNTI 08], p. 16.

[WAGNER 06C], p. 7, Theorem 2.11., 2).
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Definition 2.3. (auf K bezogene Hiillfunktion f*):2!) Sei K C R™™ der oben genannte konvexe Kdrper
und f: R™ — R eine Funktion mit folgenden Figenschaften: dom (f) ist eine mefbare Menge, f ’ dom (f)
ist eine mefbare Funktion, und f ist auf ganz R"™™ nach unten beschrdnkt. Dann definieren wir fiir alle
veR"™:

Fw) = inf{ﬁ /Qf(v+Jx(t))dt |2 e WY™(QR™), v+ Ja(t) €K (VteQ}. (2.4)

Im Verlauf der Arbeit werden wir auf zwei spezielle Eigenschaften von f* Bezug nehmen:

Satz 2.4. (Unabhiingigkeit der Definition von f* von Q):2%) Seien K ¢ R™™ und f: R™™ — R wie
in Definition 2.3. Wenn die beiden Mengen €2, QCR™ jeweils Abschlufl beschrdnkter Lipschitzgebiete im

strengen Sinne sind, so gilt

fflv) = inf{L / f(v+ Ja(t))dt | xGWé’OO(Q,lR"), v+ Jz(t) €K (V)teQ} (2.5)
2] Jo

—inf{ L /~f(v+Jx(t))dt | e W (@, R"), v+ Ja(t) €K (W)t Q). (2.6)
Q] Ja

Satz 2.5. (spezielle Folge { "V}, die das Infimum in Definition 2.3. realisiert): 2*) Seien K C R™™
und f: R"™ — R wie in Definition 2.3. Wenn Q C R™ ein Wiirfel ist, so existiert zu jedem v € R™™ eine
Folge {2}, W)™ (Q,R") mit

F ) = lim i/f(HJxN(t))dt, vt JeN(t) €K (W)t QYN EN,
1 Jo

N —o00

2N FLLE(QRY)

und  JrN S TR o (2.7)

c) Die unterhalbstetige quasikonvexe Hiillfunktion f(9°)(v) zu f € Fk.

Definition 2.6. (unterhalbstetige quasikonvexe Hiillfunktion f(?° fiir Funktionen mit Werten
in R):%Y Zu einer nach unten beschrinkten Funktion f: R™ — R definieren wir die unterhalbstetige
quasikonveze Hillfunktion f(1°: R™™ — R gemdf

9 (v) = sup{g(v) | g: R"™ — R quasikonvez und unterhalbstetig, g(w) < f(w) Yw € R" }.
(2.8)

Anmerkungen: a) Definition 2.6. ist durch die Beobachtung motiviert, dafi quasikonvexe Funktionen
g: R™ — R von vornherein stetig sind. 2>’ Wenn eine meBbare Funktion f nur Werte in R annimmt und
nach unten beschrénkt ist, so fallt Definition 2.6. mit der {iblichen Definition der quasikonvexen Hiillfunktion

zusammen, 26) und f(99) ist dann quasikonvex und stetig.

Die Funktion f* wurde in [ KINDERLEHRER/PEDREGAL 91], p. 356, fir den Spezialfall K = K(o, ¢) und in [ DAco-
ROGNA/MARCELLINI 97], p. 27, Theorem 7.2., fiir beliebige konvexe Korper K eingefiihrt. In beiden Fallen wurde
fe CO(K, R) vorausgesetzt. Wir formulieren die Definition im Anschlufl an [ WAGNER 06C], p. 14, Definition 3.1.,
von vornherein fiir Funktionen f: R™™ — R.

[DACOROGNA/MARCELLINI 97], p. 28 {., Step 1.
[DACOROGNA/MARCELLINI 97], p. 35, Step 6.

[WAGNER 06C], p. 9, Definition 2.14., 2).

[DACOROGNA 08], p. 159, Theorem 5.3., (iv).

Vergleiche [ DACOROGNA 08], p. 156 f., Definition 5.1, ii).



27)
28)
29)
30)
31)

32)

b) Sind nach zwei unten beschrinkte Funktionen fi, fo: R™ — R gegeben, so besteht die Implikation
fi(v) € folv) Vo e R"™ = £1199(0) < £2199(v) Vv € R"™.27)

¢) Fiir f € Fx erfiillt f(99 die Ungleichung f¢(v) < £ (v) < f(v) fiir alle v € R™™, also gilt insbesondere
9 (v) = (+o0) fiir alle v € R™ \K und f()(v) = f(v) fiir alle v € ext (K). Weiterhin ist f(7°) eine
unterhalbstetige und quasikonvexe Funktion, also bei der eigenen Bildung selbst mit zulissig. 2®) Daraus

ergibt sich, daB f(4°) die groBte quasikonvexe, unterhalbstetige Funktion unterhalb von f ist. 2%

Die Struktur der unterhalbstetigen quasikonvexen Hiillfunktion zu einem Integranden f € Fx wird durch

folgenden Darstellungssatz beschrieben:
Satz 2.7. (Darstellungssatz fiir f(qc)): 30) Fiir eine beliebige Funktion f € Fx gestattet die unterhalbstetige
quasikonveze Hillfunktion (19 die Darstellung
f*(vo) | vo € int (K);
£ () = { 1in f*(0) | vo € 0K (2.9)

v—vp ,v € RNint (K)
(+00) | vo € R"™\ K,

wobei f*(v) durch Definition 2.5. erkldrt ist.

Mit den folgenden Satzen wird der Zusammenhang zwischen der gleichméfligen Stetigkeit der Einschréankung
von f € Fk auf K und der Stetigkeit bzw. Halbstetigkeit von f(2¢) quantifiziert. Dabei beziehen wir uns auf
einen konvexen Korper K C R™™ mit den am Beginn von Abschnitt 2.b) eingefithrten Kenngrofien.

Satz 2.8. (e-d-Relation fiir die Einschrinkung von (4 auf Facetten von K):3V Sei f € Fx und
& eine k-dimensionale Facette von K, 0 < k < nm. Die gleichmdfSige Stetigkeit von [ auf K werde durch
die £-6-Relation

[0/ =" < 0(e) <1 = |f(W)=f")|<e V', 0" €K (2.10)
beschrieben. Dann besteht fiir f(1°) | & folgende e-0-Relation:

5(¢)
4Ck

|v" =" | < - Min (1, Dist (v/, tb (®)), Dist (v", b (9))) = (2.11)

| (@) — fU (") | < 26 Vo', 0" €1i(9D),
wobei Cx die Kenngrifie vom Anfang von Abschnitt 2.b) ist.

Hieraus ergibt sich insbesondere die Stetigkeit der Einschrinkung f(4¢) ’ int (K).

Satz 2.9. (e-0-Relation fiir f(?9) auf Strahlen, die von o ausgehen): 32 Sei f € Fk. Die gleichmifBige

Stetigkeit von f auf K werde wiederum durch die -9-Relation

|/ =" <b8(e) <1 = | f(V)—f(")|<e V', v €K (2.12)

WAGNER 06C 10, Lemma 2.15., 3).
10, Theorem 2.17.

p-
WAGNER 06C], p.
p- 10, Theorem 2.18.
p.
p-
p-

[ I
[ B
[ WAGNER 06C],
[WAGNER 06C], p. 29, Theorem 4.1.
[WAGNER 06C], p. 16, Theorem 3.5., zusammen mit Satz 2.7. oben.
[ B

WAGNER 06C 22, Theorem 3.12., zusammen mit Satz 2.7. oben.



beschrieben. Gegeben seien weiter zwei Punkte v, w € K die a) auf dem gleichen von o ausgehenden Strahl
R liegen und b) 0 < Dist (w, 9K) < Dist (v, 0K) < 1 ck erfillen. Dann besteht fir 1) quf allen von o
ausgehenden Strahlen R dieselbe e-0-Abschitzung:

Dist (w, v) < d(e) - 6055 — [ () — fE) () > —2¢, (2.13)
K

wobei cx und Ck die Kenngrofien vom Anfang von Abschnitt 2.b) sind.

d) Die unterhalbstetige quasikonvexe Hiillfunktion f(19)(t,& v) zu f € Fk.

Satz 2.10. (Eigenschaften von f(19 zu f ¢ g"K): Sei f € g'"K gegeben. Dann gilt fiir jedes feste
(&) e (Q\N) x R™:

1) fe(i,€,0) < fU9E,€0) < f(L,€,v) fir alle v € R™, also insbesondere [ (i, €, v) = (+00) fiir alle
veR" \K und fl9(t, é, v) = f(t, é,v) fiir alle v € ext (K).

2) flae) (f,é v): R™ — R ist die grofte unterhalbstetige und quasikonvexe Funktion unterhalb von f(t, ié, ).
3) flao(t, ¢ ,v) besitzt die Darstellung

f*(faéav()) } Vo € int (K)7
FL(E, € vg) = lim FH(E,Ev) | vo € OK; (2.14)

v—vg ,v € RNint (K)
(+00) ’ vo € R"\ K,

worin f*(i, é, v) durch
f*(t,&v) = inf { ﬁ / A€ v+ Ja(t)dt | 2 € W™ (QR"), v+ Ja(t) eK (V)t€Q}  (2.15)
Q

erkldrt ist.

4) Sei & eine k-dimensionale Facette von K, 0 < k < nm. Die gleichmifige Stetigkeit von f(£,&,v) auf K

werde durch die €-0-Relation
|v' 0" | <) <1 = |f(L,EV)— f(E.E0")|<e Vv, v €K (2.16)

beschrieben. Dann besteht fiir f9°) (& f | @ folgende £-5-Relation:

| =" | < o) - Min (1, Dist (v/, rb (9)), Dist (v", tb (®))) = (2.17)

| fE(E€0) = fUIEE 0| < 26 W', 0" €xi(9),

wobei Cx die Kenngréfe aus Abschnitt 2.b) ist. Insbesondere ist (99 (£, €, v) ’ int (K) stetig und (99 (t,&,v) |
(1 =) K fiir jedes 0 < v < 1 gleichmafig stetig.
5) Die gleichmapige Stetigkeit von f(f,€,v) auf K werde durch dieselbe e-0-Relation wie in 4) beschrieben.

Dann besteht fir Punkte v, w € K, die a) auf dem gleichen von o ausgehenden Strahl R liegen und b)
0 < Dist (w, OK) < Dist (v, OK) < 1 ek erfillen, die e-5-Abschitzung

Dist (w, v) < 8(e) - gz = fONEEw) — UG 0) > ~2e, (2.18)
K
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wobei ck und Cx die Kenngroflen aus Abschnitt 2.b) sind. Dabei gilt fir alle von o ausgehenden Strahlen R
ein und dieselbe Abschdtzung.

Beweis: 1) — 3): Ist eine Funktion f(¢,£,v) € Fx gegeben, so gehdrt die Funktion f(d,€0): R"™ - R
nach Definition 1.1., 2) fiir jedes feste (f,£) € (2 \ N) x R" zu Fx. Damit ergeben sich 1) — 3) aus den
Anmerkungen nach Definition 2.6. und den dort zitierten Sétzen aus [ WAGNER 06C] .

4) — 5): Fiir festes (£,€) € (Q\N) xR"ist f(t, £,v): R"™ — R auf K sogar gleichmiBig stetig. Also
ergeben sich 4) und 5) aus Satz 2.7., Satz 2.8. und Satz 2.9. m

Satz 2.11.: Gegeben seien eine Funktion f € Fx und kompakte Teilmengen Q. C Q und A, C R", so daf
die Finschrankung f |(QC x A, x K) beziglich (t,&,v) stetig ist. Dies werde durch die e-§-Relation

|t/_t//‘+’£/_£//|+‘v/_v// <50(€) <1 (2.19)
[ |f(tlaflav,) _ f(t//7 H,’UN) ‘ g c V(t/,gl,ﬂl), (t//,gﬂ,’l)//) c (Qc X Ac % K)
beschrieben. Dann gilt:

1) Fiir die Einschrinkung (9 (t, &, v) ’ (Qc x A, X int (K)) besteht folgende Stetigkeitsrelation beziiglich
(& v):

[t —t"| + |[& =& |+ | —0"| < ioég) - Min (1, Dist (v/, 9K), Dist (v", 0K) ) = (2.20)
K

| A, € 0") — U@, €7 0") | < 6e V(' €,0), (t7,€",0") € (Qe x Ac x int(K)).

2) Fiir jedes 0 < v < 1 ist die Einschrinkung ¢ (t,€,v) | (2 x Ac x (1 —7)K) beziglich (t,&,v)
gleichmdfig stetig.

Beweis: 1): Fiir alle (¢/,¢,0'), (t”,£”,0") € (Q: x Ac x int (K)) gilt:

|f(qc)(tl7§/’vl) _f(qc)(t/l7§//7vll)} < Dy + Dy + D3 mit (2.21)
Dy = ‘ f(qc) (tl,f/,vl) _ f(qc)(t”,g’, 1/) | : (2.22)
Dy = |f(qc)(tll,§/7’l)/) —f(qc)(tll, //,'Ul) : (223)
Dy = |f(qc) (t”, H,U’) _ f(qc)(t//, ”,UH) | ) (2.24)
Sei jetzt € > 0 fixiert. Dann findet man ein 2 € Wé’oo(Q, R™) mit
1
FUt €' < ] / F €0 + Jay(8))dt < f99E € 0') +e (2.25)
Q

und o' + Jaq(t) € int (K) (V)t € Q

(vergleiche [ WAGNER 06B], p. 21, Satz 3.4., 2), bzw. [ WAGNER 06C], p. 15, Theorem 3.4., 2)). Damit
folgt aus der Stetigkeitsrelation (2.19):

[t — "] < dole) =
IQLI /Q(f(t’,g’,v'Jerl(t))—f(t”,é’,v’+Jm1(t)))dt + ﬁ /Qf(t”,g’,v'Jerl(t))dt

< fUNt e ) e = (2.26)
—e+ fUI,E ) < — + ﬁ Lf(t'/»ﬁl,v'+Jx1(t))dt < fC ) fe —s (2.27)

FE", € ") = fUNE € ) < 26, (2.28)
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Nun vertauscht man die Rollen von ¢’ und ¢” und erhilt ebenso

FEH, €)= FUIE, €0 < 2, (2:29)
also zusammen

Dy = | fU9¢, ¢, v) — ", ¢, v) | < 2e. (2.30)
Weiter findet man ein 5 € W™ (Q, R™) mit

PO ) < [ Taae) e < PO ) + (231)

und v + Jao(t) € int (K) (V)¢ € Q,

womit aus der Stetigkeitsrelation (2.19) folgt:
€ —€"| < dole) =
% / J" &0+ Jaa(t)) —f(t”,§”,v’+Jx2(t))) dt + ﬁ /Qf(t”, "o Jaa(t) ) dt
SO W) +e = (232)
—e+ flOE" " V) < —e + ﬁ / " v+ Jao(t) ) dt < YO V) e = (2.33)
FaO@” " W'y — faO ¢ ') < 2e. (2.34)
Nun vertauscht man die Rollen von & und £” und erhélt ebenso
FA (€ o) — OO, €70 < 2e, (2.3%)
also zusammen

Dy = | fU9(t",€ 0') = fUO(t", ")) | < 2e. (2.36)

Zur Abschéatzung von D3 greifen wir auf Satz 2.10., 4) zuriick. Zusammen ergibt sich folgende e-d-Relation:

[t =" + [&=¢" | + v =2"]| < ioé) Min (1, Dist (v/, 0K), Dist (v”, 9K) ) = (2.37)

|f(qc)(t,,§/,vl) _f(qc)(t117§//7vll)’ < 6e V(t/,fl, ) (t" // //) e (Qc % Ac % int (K))

Daraus folgt analog zu [ WAGNER 06C], p. 17, Theorem 3.6., 1) die Stetigkeit von f(9) (¢, ¢, v) auf (9 x
A, x int (K)) beziiglich (¢,&,v).

2): Sei 0 <y < 1. Auf (Q: x Ac x (1 —79)K) gilt
Min (1, Dist (v/, 0K), Dist (v”, 8K)) > Min (1, Dist ((1—v)K, 9K)), (2.38)

damit geht (2.20) auf dieser Menge in eine gleichméBige Stetigkeitsrelation tiber. m

Satz 2.12.: Gegeben seien eine Funktion f € Fx und kompakte Teilmengen Q. C Q und A, C R", so daf
die Einschrdankung f| (QC X A. X K) beziglich (t,&,v) stetig ist. Die gleichmdfige Stetigkeitsrelation sei
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durch (2.19) gegeben. Dann besteht fiir Punkte v, w € K, die a) auf dem gleichen von o ausgehenden Strahl
R liegen und b) 0 < Dist (w, OK) < Dist (v, 0K) < 3 ck erfiillen, die e-0-Abschitzung

Dist (w, v) < 50(5).6%‘ — U E w) — FUE € v) > —2e. (2.39)
K

Dabei gilt fiir alle von o ausgehenden Strahlen R und alle (%, é) € Q. x A, ein und dieselbe Abschdtzung.
Beweis: In Satz 2.10., 5) hiingt die Abschiitzung nicht von der Wahl von (£,€) € Q. x A, ab. m

Satz 2.13.: Gegeben seien eine Funktion f € f;'"K und eine kompakte Teilmenge A. C R™. Dann erfillt die
(beziiglich der Variablen v gebildete) Funktion 149 die Wachstumsbedingung

| f9(t, & )| < A(t) + Co (2.40)

fir alle (t,&,v) € (Q \ N) x A, x K. A ist dieselbe Funktion wie in der Wachstumsbedingung fir f aus
Definition 1.1., 2).

Beweis: Aus der Wachstumsbedingung in Definition 1.1., 2), Satz 2.10., 1) und dem Darstellungssatz fiir
die konvexe Hiillfunktion (siche [ DACOROGNA 08], p. 52, Theorem 2.35.) ergibt sich fiir beliebige (£, é, v) €
(Q\N) x A, x K:

Af)+Cy = A() + B(&,v) = f({,€,v) = fO9E,Ev) > fo(L,€v)
< A

nm+1 "
=inf{ > )\sf(f,ﬁ,vs”Zx\szl,Z/\svszv,O <l,v, €K, 1<s<nm+1}
s=1 s s
) nm+1 . . nm+1 N ~ N
> inf { — > As | fE, & ve) || o } = inf{ > As (A = B(vs)) | o } = —A(f) - Co

(2.41)
und damit | f99(¢,&,v)| < A(t) + Cs fiir alle (£,£,v) € (R \ N) x A, x K. u
Satz 2.14.:%3) Wir betrachten eine Funktion f € g"K und kompakte Teilmengen Q. C Q und A. C R", so
daf$ die Finschrankung f‘(ﬂc x A, X K) beziiglich (t,&,v) stetig ist. Auflerdem sei 2, C Q offen.
1) Gegeben seien Funktionen x € Wé’m(ﬂ,]R") mit z(t) € A, Vt € Q. und u € L(Q,R™) mit u(t) € K
(W)t € Q. Dann gibt es zu jedem € > 0 einen Index Ko € N mit

’/Qamﬂc<f(qc)(t,o:(t),u(t)) — flaag, K[; Lo, K[; ! u(t))) dt) TN Qe VE > Ko(e). (2.42)

2) Zu jedem € > 0 existiert ein Index K1 € IN, so daf fir beliebige Funktionen x € W(l)’oo(Q,]R") mit
z(t) € A Vit € Qc und uw € L (Q,R™) mit u(t) € K (V)t € Q die Abschitzung

/Qc(f(qc)(t,x(t),u(t)) ~ flaog, K}; Lo, K}; 1 u(t))) dt > —8|Qule VK > Ki(e) (2.43)

besteht. K1 hdngt nur von ., nicht aber von x und u ab.
Beweis: 1): Offensichtlich gilt
K-1 K-1
(ge) _ (qo) ’
[ (9 a0.u0) — 00, S ), S ) ) e
[ (rma.u) - £, S aw) )+ | [ (£,
Qa N Qe Qa N
K-1 K-1

— F(, S (), S u(t)))dt‘. (2.44)

K -1
<

X

33) Verallgemeinerung von [ WAGNER 078B], p. 12, Lemma 3.6.
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Wegen Satz 2.13. darf auf den ersten Term der Konvergenzsatz von Lebesgue angewendet werden, woraus

sich

K-1

| / (£ 2(t), u(t) — 9 (2, 2(0), u(t) ) dt| < |9 N Qle (2.45)
Qa N Q.

ergibt, sobald K > K|(¢). Die gleichméBige Stetigkeit der Funktion f(¢,&,v) auf der kompakten Menge

(2 x A, x K) werde wiederum durch die e-6-Relation (2.19) beschrieben. Mit Satz 2.11., 2) erhalten wir

daraus eine gleichmifige Stetigkeitsrelation fiir f(4)(¢,&,v) | (Q x Ac x £ K):

|t —t"| + | =& | + |0 =v"| < dile) = ioéi - Min (1, %K) = (2.46)
|f(q0)(t/7£/’,u/) _ f(qc)(t”,f/’,vﬂ)’ < 6e V(tl,fl,vl), (t”,f”,v”) c (Qc X A, X K[; 1 K)

Wiéhlen wir K > K[J(£) mit Diam (A.)/K{/ () < é1(¢), so folgt aus (2.46) fiir den zweiten Term in (2.44):

[ (£, S ule) = 109 S (), S ule) )
<

< / ‘f(qc)(t,x(t), K-1 u(t)) — fl (e, K-1 (t), K-l u(t)) \ dt < 6]Qe N Qle. (247
Qo N Q. K K K

Fiir Ko(e) = Max ( K{(e), K{/(¢) ) ergibt sich aus (2.45) und (2.47) die behauptete Ungleichung.
2): Wir zerlegen erneut:

L (P09t ) = 590, % ), S ) ) e

— (g¢) T u _ rl(qe) z K-1 u (qc) " K—-1 "
= /S(f (t,z(t), u(t)) — f9(t z(2), (t))) dt + /Qc(f (t2(t), = u(t))
— flae, K}; 1 2(8), KI; 1 u(t))) " 0.15)

Aus der gleichméafigen Stetigkeitsrelation (2.19) fiir f(¢,€,v) ’ (Q: x A. x K) folgt mit Satz 2.12., daB fiir

Dist (ult), St un) = U0 < G o o0 (2.9
also fir alle K € IN mit

& < K{l(g) <8 o (2.50)
die Abschiitzung

OO, (), u(t) — 199 (1, (), L () > —22 (2.51)

K
fur alle t € Q. besteht. Daraus erhalten wir:

/ (990, 2(0),u0) — 79020, =L u(e) ) dt > 2] 9]z (2:52)
Q. K
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Fiir alle K > KY(¢) mit Diam (A.)/K{(g) < 61(¢) ergibt sich aus der gleichméBigen Stetigkeitsrelation
(2.46) fiir f99)(t,&,0)| (D x Ae x L K):

/Qc(f(qc)(t,x(t), KI; ! u(t)) — flao(t, K}; 1 (1), KI; 1 u(t))) i

_/ ‘f(qC)(t
Q

und durch Zusammenfassung von (2.52) und (2.53) ergibt sich fiir alle K > K;(e) = Max ( K{(e), K{(¢))
die behauptete Ungleichung. m

Lu)) — flao, S (t), lu(t))‘dt > 6|0 e, (2.53)

3. Der Relaxationssatz fiir Aufgaben (P) mit Integranden f(¢,&,v).

a) Beweis von Satz 1.2.
Wir schicken folgendes Lemma voraus:
Lemma 3.1.:3Y) Der zulissige Bereich B von (P) ist konvex und in W(l)’OO(Q7 R"™)-Norm beschrankt.

Beweis: B ist zusammen mit K konvex. Die Beschrinktheit von B folgt aus der Aquivalenz der Nor-

1, n .
men [z, = [[@||pe@prn) T | I o@prnm) und [[2 ]y = || J2 || gnm) auf Wy (Q,R") (vergleiche
[DACOROGNA 04], p. 37, Theorem 1.47). m

Aus Lemma 3.1. folgt zusammen mit der Wachstumsbedingung d) aus Definition 1.1., 2) die Beschrénkt-
heit von F' auf B. Also ist der Minimalwert m von (P) endlich. Wir betrachten eine Minimalfolge
{2V}, Wé’w(Q,IR”) von (P). Die L>-normbeschriinkten Folgen {z" } und {Jz" } miissen schwach*-
konvergente Teilfolgen { N} =~ LZ(QR") & pyw, {JaN'} 2 LZQR™) g mit §j = Ji enthalten. Aus
[DACOROGNA 04], p. 36, Corollary 1.45, folgt die Normkonvergenz zV — L7 (2R"

’ 0 n ~ . .
NT L CHQRY) 4 Die konvexe, beschriinkte,

) &, und daraus wegen
der Stetigkeit der Funktionen die gleichméfiige Konvergenz x
normabgeschlossene Menge { z € L (Q,R™") | z(t) € K (V)t € Q} ist nach [ DUNFORD/SCHWARTZ 88],
p. 429, Theorem 7, auch schwach*-abgeschlossen, woraus sich die Zuléssigkeit von & € B ergibt.

Aus Voraussetzung b) folgt
F#N'y < FzV') VN’ €N, (3.1)
und mit ¢) erhalten wir

F#(&) < liminf F# (V') < liminf F(z"') = lim F@Y) = m. (3.2)

N’—o0 N’'—o00 N —o0

Bezeichnen wir schlieBlich den Minimalwert von (P)# mit m#, so folgt aus d)
m? < F#() < m =m?. (3.3)
Also ist & eine globale Minimalstelle von (P)#, und Satz 1.2. ist vollstéindig bewiesen. m

b) Beweis des Relaxationssatzes 1.4.

Skizze: Wir haben zu zeigen, dal die beziiglich der Variablen v gebildete unterhalbstetige quasikonvexe
Hiillfunktion f(9¢) von f € Fk die Bedingungen a) — d) von Satz 1.2. erfiillt. Wir beweisen das Zutreffen

34 Vergleiche [ PICKENHAIN/WAGNER 00], p. 222, Lemma 2.1.
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von a) und b) in Satz 3.2., die Unterhalbstetigkeit des relaxierten Zielfunktionals F(9¢) in Satz 3.3. und die

Ubereinstimmung der Minimalwerte von (P) und (P)(®) in Satz 3.8.

Satz 3.2. (Zutreffen der Bedingungen a) und b) aus Satz 1.2. auf f(4)): Wir betrachten die
Aufgabe (P) unter den Voraussetzungen von Satz 1.4. Dann erfillt die Funktion £, die fir festes (f,€) €
(Q \ N) x R™ als unterhalbstetige quasikonvere Hiillfunktion von [ beziglich der Variablen v und fir
(t, é) € N x R" durch Null definiert wird, die Figenschaften a) und b) aus Satz 1.2.

Beweis: Nach Satz 2.10., 1) besitzt £(4°) (£, é, -) fiir festes (%, é) € (Q \ N) x R"™ den effektiven Defini-
tionsbereich K. Nach Satz 2.10., 2) ist auch die Einschrinkung f(2) (%, é, ) | K auf die kompakte Menge K
unterhalbstetig und damit insbesondere mefibar. Die Beschranktheit nach unten auf K ergibt sich wie im
Beweis zu Satz 2.13., womit Bedingung a) erfiillt ist. Mit der Ungleichung

99 Ev) < fE,€v) YveR™ (3.4)

aus Satz 2.10., 1) ist auch Bedingung b) erfiillt. m

Satz 3.3. (Unterhalbstetigkeit des Funktionals F(%)(.)): Wir betrachten erneut (P) unter den Vo-

raussetzungen von Satz 1.4. Fiir alle Folgen in (P) zuldssiger Funktionen { 2™} mit 2™V — L7 (@R & ynd
JN S LR QR 18 gilt:

Pl (3) = / F99 (&, 2(8), Ji(t)) dt < liminf / £ (8, 2N (1), JaN (1)) dt = liminf FEO (V). (3.5)
Q Q

N—oo N—oo

Beweis: Der Beweis von Satz 3.3. wird in insgesamt acht Schritten erbracht.

e Schritt 1: Anwendung des Satzes von Scorza-Dragoni auf die Carathéodory-Funktion f € f;"K B bezeich-

net wiederum den zuldssigen Bereich von (P). Aus Lemma 3.1. folgt:

Cr =sup{|a(t)| |z € B} < (+o0). (3.6)
Dann folgt aus der Wachstumsbedingung d) in Definition 1.1., 2):

Cy = sup { B(&,v) | €] < C1, |v]| < Ck} < (+00). (3.7)

Nun fixieren wir € > 0. Dann kénnen wir in bezug auf die integrable Funktion A aus der Wachstumsbedin-

gung eine Zahl C'3 > 1 so grofl wahlen, dafl mit der Menge

Q, = {teint(Q) | At) <Cs} (3.8)
sowohl
|\ Qu| < e/Cy  als auch / At)dt < e (3.9)
Q\Q,

gilt. Aus Lemma 3.1. ergibt sich, dafl es beim Beweis der Unterhalbstetigkeit des Zielfunktionals genitigt,
die Einschrinkung des urspriinglichen Integranden f auf die Menge 2 x A, x K mit A, = K(0,C;) C
R" zu betrachten. 3> Wir wenden daher den Satz von Scorza-Dragoni (Satz 1.7.) auf die Einschrinkung
f ’ (Q X Ac X K) an und finden eine kompakte Teilmenge 2. C ) mit

|2\ Q.| < e/(Ca+Cs), (3.10)

35) Vergleiche auch [ MARCELLINI/SBORDONE 80], p. 251, Corollary 3.12.
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so daf} die weitere Einschrénkung f| (Qc X A, X K) beziiglich (t,&,v) stetig ist. Da (Qc X A, X K) C
Q x R"™ x K kompakt ist, besteht sogar eine gleichmafige Stetigkeitsrelation, die wir durch

)
’ 3(01+CK)
| f &) = fF", " ") | < e V{I,E0), (t7,67,0") € (2 x Ac x K)

[t —t"| + | =& | + |v = "] < d2(e) < do(e) - Min (1 = (3.11)

beschreiben wollen. Aus der Stetigkeit von A | int (€2) folgt auBerdem, daB Q, offen ist.
e Schritt 2: Einschrinkung von FU9(z) auf Qq N Q..

Lemma 3.4.: Gegeben seien Funktionen x € Wé’oo(Q,]R") mit x(t) € A, Vt € Q. und u € L=(Q,R"™™)
mit u(t) € K (V)t € Q. Dann gilt:

]/ch (t,x(t ())dtf/ FOO, z(t),u dt‘ (3.12)
Qo N Qe
Beweis: Mit Hilfe von Satz 2.13. erhalten wir:

‘/Qf(qc)(ux(t),u(t))dt _ /Qamc F99 (1, 2(t),u dt‘

— ‘/ f(qc)(t7x(t),u(t))dt 4 / f(qc)(t 2(t),u dt‘ 1)
Qa N2\ Q) Q\q.

X (qC) d (qc) d 314

< /Qam(Q\QC)U | o+ /Q\Qa|f ( )| t (3.14)

s /Q n(\Q )(A(t)+02)dt + /Q\Q (A(t) + Cy) dt (3.15)

<e+2e (3.16)

nach Definition von €, und .. =

e Schritt 3: Zerlegung der Integrale. Wir betrachten eine Folge zulissiger Funktionen {z" }, B mit

{2V} 28 LPORY) & ound { J2V ) 2 EEEORY) 75 Wie im Beweis zu Satz 1.2. folgt daraus die gleich-

N _, C°(Q,R")

méfige Konvergenz =¥ — 2 und die Zulassigkeit von £. Wir setzen:

yN(t) = 2Nt —z2(t) =  JyN(@) = JN(t) — Ji(t); (3.17)
oV LCUQRY) 5 N _C@RY) . (3.18)
JpN I LTE@RT ga — gy N I LT QRT (3.19)
JeNt) e K MteQVNeN = Jit)+JyN(t)eK VteQ VNN, (3.20)
und mit einem Index K € IN, der unten in Schritt 4 fixiert wird:
K-1 K-1
Nty=—=yNt) = JN{t)=—— TN (t); (3.21)
K K
K—1 K—1
) = = d(t) = JA) =~ JE(1); (3.22)
gV SCOQRY) o N _,C°(QR™) 0; (3.23)
JyV I LT@RT g N I LT @R (3.24)
K—1
Jet)+JyN(t) e K MteQVNeN = Jzt)+JN(0) € K (V)t€Q VN €IN; (3.25)

Ji) €K (NieQ —  Jil) e %K (W)ieq. (3.26)
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Nun zerlegen wir die Integrale wie folgt:
/ £, 2N (1), JzN (1)) dt = / FU2(8) + ™ (1), Ja(t) + Ty (1) dt
Q. NQ Q. NQ.

= Jl(N) + JQ(N) + Jg(N) + J4(N) + J5(N) mit

(3.27)
A(N) = / (a0 Y 0,720 + Iy (0) = 199020 +y ™ (0, T30 + TN 1) ) de

(3.28)
Jo(N) = /Q {00+ 0). T30 + T 0) = 19420, TE0 + 7)) di

(3.29)
J5(N) :/Q A, 0+ I )b = X [0 2] g2 I ) i

(3.30)
TN =5 [ (£ (B [I2)e TN O e = £ (2] [ T2+ T (002 (0) ) ) de

(3.31)
J5(N) = Z/Q . T (g, 216, [J2]s + (@s(t) - T2V (t) + Ve, ()T 2N () ) ) dt . (3.32)

Die Wahl der GréBen K € IN, Qs C Qq, ts € Qs, [2]s € R", [J2], € R™ und ¢ € C°(Qs, R") wird bei
der Behandlung der einzelnen Terme in den folgenden Schritten erlédutert.

e Schritt 4: Untersuchung von Ji(N) und Jo(N). Wir wenden Satz 2.14. an und finden zum gegebenen
g > 0 Zahlen Ky(¢) und K;(e) € IN mit

‘/Q (e nglfﬁ(t),nglch(t)) 70,00, Ja(0) ) di | <TI0 1 Q|2 VK > Ko(e) (3.38)

/ (f(q@(t’xzv(t)“]xw(t)) — e, K—1 2N (t), ——
. K

c

JzN (1)) ) dt (3.34)

= [ (10 + 5 0. 950 + I (0) - £ + 5 0,20 + TN 0) ) dt > s
Qe

fiir alle K > Ki(¢) und alle N € N. Wir fixieren ein K > Max( Ko(¢), K1(e)). Dann folgt mit Satz
2.13. fiir beliebiges N € IN:

‘/Q \0 (f(qc)(t,ﬁ(t)+yN(t),J§c(t)—|—JyN(t)) —f(qc)(t75(t)+yN(t),Jz( )+Jy )dt‘
< [ R+ g 0. 350 + Y O) e+ [ |70+ 0, T30 + 2 (0) |
e\ 02 Qe \ Qa

gz/ (A(t)+02)dt<2/ (A(t) + Cs) dt < 4e. (3.35)
Q:\Q Q\Q

a

Zusammen erhalten wir

Jl(N):/Qarmc(...)dt:/QC(...>dt—/QC\Qa<...)dt2/ dt—‘/ﬂ\g dt‘

liminf J1(N) > —(8[Qc|+4)e. (3.37)

N—o0
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Nach Satz 2.11., 2) ist die Funktion f(°) (t7§,v) J(QC x A, % % K ) beziiglich (¢, &, v) gleichméBig stetig.
Aus der gleichméBigen Konvergenz yV — ¢ (3R") ¢ folgt dann

liminf Jo(N) = lim Jy(N) = 0. (3.38)

N—oo N—o00

e Schritt 5: Untersuchung von J3(N). Die gleichmifige Stetigkeit von f(4°) (¢, &, v) auf (e x Ap x (1-—
LK) wird wegen (2.37), (2.38) und

2K
. . 1 . CcK . ck Diam (A,)
Min (1, Dist ((1 — ﬁ)K’ OK)) = Min (1, ﬁ) > Min (e, 1, 3K T) (3.39)
durch die Relation
da(e) . ck Diam (A,.)
/ 1! ! 11 / "
_ _ — < = . — < .
[t =" + [& =& | + [v/ =0"| < d5(e) 10 Mln(s,1,2K, Yoo ) = (3.40)
1
|f(qc)(t/7£/7vl) _ f(qc)(t”,f”,vﬂ) | § 6e v(tl7§/’vl)’ (t//7 ”,11”) c (Qc X Ac X (1 _ ﬁ)K)
beschrieben. Im Hinblick auf den Beweis von Satz 3.8. unten benutzen wir
. 2
Su(e) = Mln((§2(€)) 753(5)) (3.41)
und wenden Lemma 1.8. auf die offene Menge Q, C R™, die Funktionen Z und JZ und die Zahlen
. 54(6) 54(5) (54(5) CK
=5=M , , 3.42
K m(s’S\/m’?)\/ﬁ 3/ nm 2an) (3.42)

an. Wir finden endlich viele paarweise disjunkte abgeschlossene Wiirfel Q; C 0, mit Kantenlédnge kleiner

oder gleich ﬁ d4(¢) und

19\ | Q] <55 (3.43)
s=1
. 1 ) 54(€) .
Zi(t) — —— Zi(r)dr| < VteQs, 1<s<r, 1<i<n; 3.44
O = TQu] Jo, #7) | sv/n (MEeq (3.44)
0%; (t) 1 0%; (7’) 04 (5) . .
- v L l<s<r, 1<i<n, 1<j<m. (34
‘ Ot; |Q5|/QS ot; dT‘ 3/ nm MteQ IST LS n Jsm (3.45)

Nun wihlen wir Punkte t, € Qs \ N so, daB aus (Q, N Q) \ N # O folgt: t, € (Qs N Q) \ N. Aus der
Konvexitét des Integrals (vergleiche [ BOURBAKI 52|, Chap. IV, § 6, p. 204, Corollaire) folgt auflerdem

. 1 / R 1 . T K-1 .
z]ls = Z(r)dr, ., —— Zn(T)dT S A, sowie 3.46
[2] (IQSI o 1(7) Al o, (r)dr) e (3.46)
1 821 1 821
—()dt .. — —(t)dt
|Q5| Qsatl() |Qs| Qbatm() K—1
[JZ]s = : : e —K (3.47)
L %(t) dt ! On (t)dt .
Qs | Jq, Ot | Qs | Jq. Otm
fur alle 1 < s < r. Weiter folgt:
] < 2 vieqn a0 -2 < 22 vica (3.48)
. . . (04(e) cx
| J2(t) - [J2],] < Mm( s a) (Mteq, (3.49)
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sowie (3.50)

K—1 k. 2K —1
K+ K Ky
+ Klomm, 577) ©

[J2]s+ 2N () = Ja(t) + JN(t) + ([J2]s—J2(t)) € K (V)teQs,

woraus sich insbesondere f(99)(t,,[2]s,[J2]s + J2N(t)) < (+00) fiir fast alle ¢ € Q, ergibt. Dann gilt fiir
fast allet € Qs und 1 < s < 7t

|t —to| + [2(t) = [2]s] + | JE(t) — [J2]s| < dale), (3.51)
und wir erhalten

a(v) = | PO, 2(8), J2(8) + T (1)) dt
(RanNQe)\UI_, Qs

+ 3 (£, 20), J2(0) + TV (0) = 9 (b, [2)s, [ 2] + TN (1)) )
s JO.NnQ.NQ.
- z/ FO (4, (5], [ T2], + T2V (1) de (3.52)
s Jiaanaonur, q.
> - / ()]t — 3 ‘...‘dt—Z/ | £ (...) | dt
(N2 )\UL, Qs s JQaNQNQs s J(Qa\Qe)NU, Qs
(3.53)
> — / (A(t)+Cy)dt — X ‘...‘dt / At)+ Co) dt
(R NQ)\U, Qs 5 J2aNRNQs s J(Qa\Q2)NUL, Qs
(3.54)
> - / (CotCs)dt — % ‘...‘dt—Z/ (Cy+Cs)
(RaNQ)\UL, Qs s JQ N2 NQs 5 J(Q\Qe)NUIL; Qs
(3.55)
2—/ (02+03)dt—z “dt—z (CQ+Cg)dt (356)
Qa\UL, Qs s JQeNQNQs s JO\ Qe
> —e(Ca+C3) —6e|Q| - = (3.57)
liminf J3(N) > —(6|Q |+ Co+C5+1)e. (3.58)

N—o0

e Schritt 6: Untersuchung von Jy(N) und J5(N). Um die Quasikonvexitit von f(4°) ausnutzen zu koénnen,
miissen wir die Werte der z"V auf den Réndern 9Q, der Wiirfel zu Null abéindern. Das geschieht wie folgt:
Wir wihlen jeweils einen abgeschlossenen Wiirfel Q0 C int (Q,) mit demselben Mittelpunkt wie Q, und
|Qs \ QY| < e-]Qs|. Es sei Dist (0Q?, 0Q,) = k5. Weiterhin definieren wir Funktionen ¢, € C™(Qs, R)

mit

=1 | te QY
(Ps(t) € [O, 1] | teQs \ Q(§)7 (359)
=0 | t € 0Qs

sowie |V, (t)| < Cs/ks < Max, ¢, <,(Cs/ks) mit einer Konstanten Cg > 0. Wir untersuchen zunéchst

die Argumente

[‘]é]s + @s(t) : JZN(t) + V@s(t)T ZN(t)' (3.60)
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Nach Schritt 5 liegen sowohl [ J£], als auch [ J2],+J2V (¢) fiir fast alle t € Q in 2522 K. Wegen 0 < ¢,(t) < 1
folgt daraus:

2K —1

[T2]s + @s(t) - TN (1) € [[J2]s, [J2]s + T2 ()] € ——K (3.61)

flr fast alle ¢ € 2. Auflerdem gilt mit einer weiteren Konstante C7 > 0:
T _N N Cs C7 N

| Vo, (1) 2N ()| < Cr- [ Vos®) |- 127V lcoqmny < 11![3? e 2% lo o rny - (3.62)

Wegen 2V — C°(@R™) ¢ oilt fiir alle hinreichend grofien N > No(e)
T _N < K

| Vo) 2" ()] < 3¢ (3.63)

und
. 2K —1 c 4K — 1

[J2]s + a(t) - T2V (1) + Vepu()T 2N (1) € = — K + K(onm,ﬁ) C—w K (3.64)
Daraus ergibt sich fiir alle N > Ny(g) und alle 1 < s < r und fiir fast alle t € Q:

T (15, [ 2], [J2]s + @s(t) - T2V (1) + Vo ()T 2N (1) < (+00). (3.65)
Wir erhalten

/ (£t 1210, [T2]s + TN (W) = £ (1, (2], [T2]s + T (00(6) -2V (1)) ) ) (3.66)

Q. N Q.
:/ ()2—/ ...];-2/ (A(t)+ Co)dt > —2¢|Q.| (Ca+Cs)
QaN(Qs\QY) Qs \ QY Qs \ QY

fur alle 1 < s < r. Zusammen ergibt sich: (3.67)

Ji(N) = % (S0, [21ss [T + T2V @) = £k, [2)s, [T2]s + T (00(1) -2V (1)) ) )

s JQaNQs
2_25Z|Qs|(02+03)2_25|Qa|(02+c3) —
liminf Jy(N) > —2¢|Qq | (C2+C3) . (3.68)
N—o00

Aus der Quasikonvexitit der Funktionen f(4¢)(t,,[2],, -) (Satz 2.10., 2) ) folgt schlieBlich fiir alle 1 < s < 7

i L (2 2L+ T (o) 2¥(0)) = £ (2] [I2]) ) e (3.60)
= o [ (PN 1 T+ T (o) 0)) = £ 2121 ) dt > 0
12| Ja.na.
und daraus
J5(N) = Z o g FU9(tg, [ 216, [2])s + T(0s(t) - 2N (1)) ) dt (3.70)
> FO(ts, (2], [ J2]s) dt (3.71)

s JQaNQs
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und

liminf J5(N) > 3 £ty [2]s, [ T2]s) dt .

N—o0 s JQ,NQs
e Schritt 7: Zusammenfassung der Schritte 2 — 6.

Lemma 3.5.: FEs gilt

Jim inf / £, 2N (1), JeN () dt > F9 (1, (2], [J2],) dE — Cue
N—oo Q s Qo NQs

mit Cy = (202 +2C3+6)|Q | +8|Qc |+ Co + C3 + 5.

Beweis: Aus Lemma 3.4. und (3.27) folgt:

lim inf / £, N (t), JN(t)) dt > liminf / £, 2N (), JeN(t)) dt — 3e
Q Q. NQe

N—o0 N —o00

> liminf J1(NV) 4+ liminf J3(N) + liminf J3(N) + liminf J4(N) 4 liminf J5(N) — 3¢.

N —o0 N—oo N—oo N —o0 N—oo

Aus den Schritten 4 — 6 ergibt sich mit (3.37), (3.38), (3.58), (3.68) und (3.71):

liminf J;(N) + liminf Jo(N) + liminf J5(V) 4+ liminf Jy4(N) + liminf J5(N)

N—oo N—oo N—oo N—o0 N—oc0
> —(8|Q|+4)e — (6]Q|+Co+Cs+1)e —2e|Q|(Cs+Ca)
+ 2 FU (s, [2]s, [T2]5) dt,
s Qasz

also zusammen

lim inf / Fa9 @, N @), JeN (b)) dt > 3 Y99, [2]s, [ J2]s)dt — Cye. m
N—oo Q s JQ,NQs

e Schritt 8: Abschiufl des Beweises.
Lemma 3.6.: Es gilt:

Fa (@t 2(t), Ja(t)) dt — 2/ 99t [2]s, [ J2]s)dt| < Cse

‘ Q Q. N Q.

mit Cs =6 Q|+ 7] Q0 N Q|+ Co + Cs + 4.
Beweis: Wir zerlegen:

/ a9, @(t), Ja(t)) dt — 3 FY9 g, [2)s, [J2]s)dt = Js + J7 + Jg  mit
Q s JQaNQs

_ (@) (¢. 3 2 _ (@) (¢. 3 % .
Js—/ﬂf (1, 2(1), T (1)) dt /Q £ (8, 3(8), Ti (1)) dt ;

aNQe

— (qe) T T _ (qc) 3 5 .
Jr = /Qaﬂﬂcf (t,2(t), Jz(t)) dt / FaO(t, 2(t), JA(E)) dt ;

Qa NQe

= (@) (¢ 5 2 _ @)t 121 [J5]. .
Js /samch (t, 2(t), J&(t)) XS:/Slaﬂst (te, [2]s, [ J2]s) dt

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)
(3.79)
(3.80)

(3.81)
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Aus Lemma 3.4. folgt | Js| < 3¢, und bei der Definition von 2 wurde der Index K so gewéahlt, dafl die
Ungleichung (3.33) besteht, woraus sich | J; | < 7|2, N Q| ergibt. Bei der Abschétzung von Jg erhalten
wir mit Hilfe von (3.51) analog zu (3.58):

Js = / Y991, 2(8), J2(1)) dt
(RaNQe)\U_; Qs

+ 2 (f(qc)(t,é(t),Jé(t)) - f(qc)(t&[ZA]Sv[Jé]S)) dt
s Jo.na.nqQ,
- z/ PO (1, (8]0, [J5]s) dE —> (3.82)
s J(2u\Q0)nuz, Q.
]Jg\g/ | £ () |dt + % ‘...‘dt+2/ | £ () |t
(QanNQe)\UT, Qs s JQaNQNQs s J(Qa\Qe)NU Qs
(3.83)
g/ (A(t)+Cy)dt + 3 ‘...‘dt—i—Z/ (A(t)+Cy) dt
(2. NQ)\U, Qs s JQ.NQ.NQs s J(Q\Qe)NU]_, Qs
(3.84)
</ (Co+C3)dt + 3 ‘...‘dt+z/ (Co+Cy) dt
(2aNQ2)\U, Qs s JQNQNQs s J(Qa\Qe)NUL, Qs
(3.85)
</ (Co+C3)dt + 3 ‘...‘dt+2/ (Co+ Cy) dt (3.86)
Q. \U_, Qs s JOuNn0.NQ, Q\ Q.

< (Co+C3)e +6|Qle + . (3.87)

Zusammen ergibt sich:

‘/ FUt, 2(t), Ja(t) dt — 3 f(”"‘)(ts,[é]s,[Ji]s)dt‘ < |Js| +|Jr] +] s
Q s Qo NQs
<3e+|QWNQle+ (6]Q%] +Co+Cs5+1)c. = (3.88)

Wir fassen zuletzt die Lemmata 3.5. und 3.6. zusammen und erhalten:

liminf [ f99(, 2N (t), JaN (1)) dt > / FU99,a(t), Ji(t))dt — (Cya+Cs)e. (3.89)
Q

N—oo JQ

Da weder Cy noch Cs von € abhéngen, ergibt sich hieraus die behauptete Unterhalbstetigkeitsrelation

/ 99, &(t), J(t)) dt < liminf / a9, N N (b)) dt, (3.90)
Q

N—o0
und der Beweis von Satz 3.3. ist beendet. m
Korollar 3.7.: Die Aufgabe (P)9°) besitzt eine globale Minimalstelle & € Wé’oo(Q,]R").

Beweis: Der zuliissige Bereich der Aufgabe (P)(4®) stimmt mit dem zulissigen Bereich B von (P) iiberein.
Damit ergibt sich aus Lemma 3.1. und Satz 2.13. die Beschranktheit von F(2°) auf B:

P < [ |70, T20) | < | 4]y + Cor 0] < (+00). o1



23

Also existiert fiir (P)(4) eine Minimalfolge {2V }, Wé’oo(Q, R"), iiber die wir — analog zum Beweis von
Satz 1.2. — von vornherein {2V} = LTR") 4 ynd { JoV} 2o LR T3 mit & € B voraussetzen

diirfen. Bezeichnen wir den (endlichen) Minimalwert von (P)(®) mit m(%9), so folgt aus Satz 3.3.:

m19) < Fl9(z) < liminf FU () = lim FU)(gN) = m©) (3.92)

N—oo N—o00

und  ist globale Minimalstelle von (P)(4€). m.

Satz 3.8. (Ubereinstimmung der Minimalwerte von (P) und (P)(9)): Die Aufgaben (P) und (P)4©)
besitzen jeweils globale Minimalstellen, und ihre Minimalwerte stimmen tberein.

Beweis: Sei & € Wé’oo(Q,IR”) eine globale Minimalstelle von (P)(4) (eine solche existiert gemif Korollar
3.7.). Wir haben zu zeigen, daf

FU49(3) = / FU9(t,a(t), Ja(t)) dt (3.93)
Q
beliebig genau mit Ausdriicken
F(z) = /f(tm(t),Jx(t))dt (3.94)
Q

mit in (P) zuléssigen Funktionen x € B approximiert werden kann. Sei dazu & > 0 fixiert. Wir stellen fiir

1 < s < r die folgenden Integrale geméafl Satz 2.5. dar:

/ FU99(ts, 26, [J2]) dt = | Qs fU99(ts,[2]s, [JZ]s) = lim f(ts,[2]s,[T2]s + JwN (1)) dt,
Qo NQs N—oo JQ,

(3.95)

worin wl¥ € W(l)’OO(QS,]R"), [J2]s + JwlN(t) € K (V)t € Q und lim _, o || wl lco(q. mny = 0 vorausgesetzt
werden darf (vergleiche Beweis zu Lemma 3.1.). Wir kénnen daher Funktionen ws € Wé’oo(Qs,IR”) mit

folgenden Eigenschaften finden:

[J2]s+ Jus(t) €K (W)t €Q; (3.96)
e oo amy < 2 (3.97)
]/Q (Fta 1210 1T200) = (e 1210, [ T30+ Tun(0) ) ] < <. (3.98)

Aus | 2(t) — [£]s

< 04(e)/3 Vi € Q, folgt wegen d4(e) < Diam (A.)/(2K):

(54 (6)
3

K-1 54(5)
3

5) + wolt) € == A + K(0,"57) + K(o, =) = (1) + wi(t) € A.. (3.99)

Weiterhin folgt aus | JZ(t) — [J2], | < da(e)/3 < (d2(e) )2 V)t € Qs

ot (62(e))°

JE() + Juws(t) -

K (3.100)

fur fast alle t € Qs und alle 1 < s < r, also

CK

m(]é(t) + Juws(t)) € K (3.101)
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flr fast alle t € Qg und alle 1 < s < r. Wir fassen die wy in einer Funktion w € W(l)’oo(Q7 R") gemaB

w(t) = ; Lo, (t) ws(?) (3.102)

zusammen und untersuchen die Differenz

S . x 2 w
‘/Q . CK+ (5:6))° (Z(t)+w(t)),CK+(62(8))2 (JE(t) + Jw(t))) dt
_ Z/Q N f(ts,[é]S,[Jé]sJerS(t)))d ‘ Jo + Jio + Jui  mit (3.103)
— . x 3 w ,C—K 2 w -
Jo = ‘/Q nQ\UT ng<t, cK+(52(€))2( (t) +w(t)) CK+(52(5))2 (J&(t) + Jw(?))) (3.104)
Ji0 = 7C—K2 z w ’C—KQ JZ Jw 3.10
’ XS: ﬂamzsz(f(t ek + (02(¢)) G0+ wl) ek + (02(¢)) (20 + o) (3.105)

=t 210, [I2)s + Ju (1)) )

Fts, [2]s [ T2]s + Juws(t )dt‘ (3.106)

(2a\Qc)NU, Qs

Mit der Wachstumsbedingung fiir f und den Definitionen von €, Q. und (J, Qs erhalten wir:

ne [ £ d < [ (A +Ca)ar < [ (G Cy)ar
(2aNQe)\U_; Qs (22 NQ)\U/_; Qs (2.NQ2)\UT_; Q.

< / (CQ+Cg)dt < (CQ+03)€; (3107)
Q. \U!_; Qs

J11<Z/ }f(...)|dt<§j/ (A(t)+Cy)dt
s J(Qu\2)NUr, Q. s J(Q.\Q.)nur Q.

1

SZ/ (Cg-l-Cz)dth (Cg-l-Cz)dth (3108)
s J(Qa\Qe)NU, Qs s Ja\a.

Fiir Jyg ergibt sich:

CK A CK A
Jio < g QaﬂQCﬂQS‘f(t7C}(-|-((52(&?))2(Z(t)—i_wS(t))’CK-i-((sz(&f))z(JZ(t)+JwS(t))) (3.109)
_ K (13 w, 7C—K 3 ws(t
b oy e+ 0O e (e T |
B S w, 7C—K 2 W
*?AOQQVWQWH@@V“]”'“”%+wmn“”]+J<”)

— f(ts,[2s, [ T2]s + Jws(t)) ( dt

Fiir die Argumentdifferenz im ersten Summanden gilt nach (3.41) und (3.51):

| )~ [B) ]|+ —— ) — [J2]s] < Gs(e) <da(e); (3.
[t —ts] + e (O] t)—[2]s] + CK+(52(€))2| (t) — [J£]s | < d3(e) < d2(e) (3.110)
im zweiten Summanden finden wir
)y o | O )

e+ (6206)° T e+ (8a(e)) ek + (62(2))
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2
0 0.
< _(&E) 5 (C1+Ck) + o S— a(©) (3.111)
cx + (62(e) ) cx + (8a(e))” 3
cK
< <da(e) < da(e). (3.112)
3 (e + (82(e))”)
Damit folgt:
Jio 2> |Qsle < 2[Q]e. (3.113)
SchlieBlich ergibt sich zusammen mit Lemma 3.6.:
‘F( — & (t+w)) - FU)(q)
CcK + ( ( ))
CK CK A
) +w(t), ————— (J2(t) + Jw(t)) ) dt
‘/Q N CK+(62( ))2 CK+(52(6))2 )
/ FO & (t), T (t dt‘ (3.114)
< Cse+ Jyg + Jig + Ji1 < (C5+1+02+03+2|Qa|)5. (3.115)
Die Funktion
x (24 w) (3.116)

CK + ((52(5))2

ist in (P) zuléssig, und der Beweis von Satz 3.8. ist beendet. m

Damit ist gleichzeitig Satz 1.4. vollstandig bewiesen. m

c) Beweis des Existenzsatzes 1.5.
Der Begriff der polykonvexen Funktion ist wie folgt erklart:

Definition 3.9. (polykonvexe Funktion mit Werten in R):%%) Eine Funktion r(v): R™™ — R heifit
polykonvez, wenn sie eine Darstellung r(v) = h(g(v)) als Verkettung einer konvexen Funktion h mit der
Abbildung g gestattet, die jeder (n,m)-Matriz v € R"™™ den Vektor ihrer samtlichen Unterdeterminanten
zuordnet.

Da (P) und f alle Voraussetzungen des Relaxationssatzes 1.4. erfiillen, bleibt lediglich nachzuweisen, daf} fiir
alle festen (¢, I3 ) € (Q \ N) x R™ die polykonvexe Funktion f (£, é, v) auf ganz R™" mit ihrer unterhalbstetigen
quasikonvexen Hiillfunktion f(49) (£, £, v) iibereinstimmt. Die Unterhalbstetigkeit von f(£,¢, - ) ergibt sich aus
Definition 1.1., 2), Teil ¢), und fiir v € (]R"m \ K) gilt wegen Anmerkung c¢) nach Definition 2.6. f (£, é, v) =
flao (i, é,v) = (4o00). Also ist nur noch zu bestiitigen, da f(, f,v) die Morreysche Integralungleichung
erfiillt, wobei dom (f(f, é, )) =K. Firv € (R”m\K) ergibt sich deren Giiltigkeit aus [ WAGNER 06B],
p. 238, Theorem 2, i); fiir v € K kann der Beweis aus [ DACOROGNA 08], p. 161, Proof of Theorem 5.3.,
Part 2, ibernommen werden, indem man beachtet, dafl in diesem Fall nach Satz 2.2. nur Testfunktionen
x € Wé’oo(Q,IR") mit v + Jz(t) € K (V) t € Q beriicksichtigt werden miissen. Dann bleiben jedoch alle im

Beweis auftretenden Integrale endlich. m

[DACOROGNA 08], p. 157, Definition 5.1., (iii).
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4. Existenz globaler Minimalstellen im image-registration-Problem mit polykonvexem
Regularisierungsterm.

a) Elastic image registration bzw. elastic image matching.

Wir legen einen rechteckigen Bereich Q ¢ R? mit Seitenldngen a und b zugrunde, der den Nullpunkt als
Schnittpunkt seiner Diagonalen enthilt.3”) Gegeben sind zwei Graustufenbilder Io(t), I;(¢): Q — [0, 1],
wobei I als Referenzbild betrachtet wird. Gesucht wird eine Deformation z(t): Q — R?, die I;(t —x(t) ) ~
Iy(t) erfiillt und damit I; in moglichst gute Ubereinstimmung mit Iy bringt. Anhand der Eigenschaften
von x mochte man beispielsweise entscheiden, ob die in I; und Iy abgebildeten Objekte identisch sind, oder
Erkenntnisse iiber zwischenzeitliche Verdnderungen an den abgebildeten Objekten gewinnen. Im Hinblick
auf die Vielfalt moderner Bildgebungsverfahren und ihrer Anwendungen mufl dieses Problem als eine der
Grundaufgaben der mathematischen Bildverarbeitung angesehen werden. 38)

Die Bestimmung von z fiihrt auf ein inkorrekt gestelltes Problem. Die in der Literatur vorgeschlagenen

Variationsmethoden beruhen auf der Minimierung des Defekts der Grauwerte 39)

(Lt =a(t) = Io(1))" (4.1)
bzw. der Differenz der Normalenrichtungen an die Isophoten 40)
VL (t—2() |* || VIo) | = (VI(t—a(t))T VIo(¢))® (4.2)

zusammen mit einem Regularisierungsterm, in den die ersten verallgemeinerten Ableitungen von x eingehen.

Die entsprechenden Variationsprobleme in Sobolevraumen lauten wie folgt:

Vi Fla) :/ﬂ(h(t—x(t)) —Io(t)>2dt + u~/ﬂr(Jx(t))dt . infl; x e WP(Q,R?) (4.3)
bzw.
(V)a: F(:r):/Q(HVIl(tfz(t))HZ||VIO(t)||2 - (VIl(tfx(t))TVIo(t))Z)dt (4.4)

+u-/r(Jm(t))dt — infl; z € WHP(Q,R?)
Q

mit (hinreichend reguliren, gegebenenfalls vorgeglitteten) Bilddaten Io(t), I;(t): © — [0,1],*D 2 < p <
00, einem Regularisierungsparameter p > 0 und Integranden r(v), die als konvexe oder polykonvexe Funktio-
nen aus Modellen der Elastizititstheorie iibernommen werden. *?) Die Einbeziehung von konvexen Gradien-

tenbeschrankungen

Jr(t) e K C R**? (W)t € (4.5)

In der Literatur wird das image-registration-Problem auch fiir Bilddaten auf einem Quader Q C R? betrachtet. Wir
beschranken uns im folgenden auf den zweidimensionalen Fall.

Vergleiche die Einfithrung in [ MODERSITZKI 04 ], pp. 1 ff. und pp. 21 ff.

Siehe z. B. [HERMOSILLO/CHEFD’HOTEL /FAUGERAS 02], p. 331, [HENN/WITScH 00], [HENN/WITSCH 01 ], [ MoO-
DERSITZKI 04 ], pp. 77 ff. Das in [ ALVAREZ/WEICKERT /SANCHEZ 00 ] aufgesuchte “optical flow field” ist in Wirk-
lichkeit ebenfalls eine Deformation z. Vergleiche schliefilich noch [ WAGNER 07A], p. 16.

Wenn keine Korrespondenz zwischen den Grauwerten von Ip und I; zu erwarten ist, fithrt man hiermit ein Matching
der Kantenskizzen aus. Siehe [ DROSKE/RUMPF 04], [ GALLARDO/MEJU 03], [ HABER/MODERSITZKI 07] .

Um die Integration in den Zielfunktionalen ausfithren zu konnen, miifite man zusétzlich noch ¢t — z(t) € Q (V)t € Q
fordern. Diese Bedingung kann jedoch eliminiert werden, indem man die Bilddaten Iy und I; von vornherein mit
einem hinreichend breiten schwarzen Rahmen versieht, d. h. mit Null auf R?*\ Q fortsetzt (siehe [HENN/WITSCH
01], p. 1078).

Konkrete Beispiele werden in den folgenden Abschnitten behandelt.
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mit einem konvexen Korper K ¢ R?*? iiberfiihrt (V) in ein mehrdimensionales Steuerungsproblem der
Gestalt (P) und erlaubt in Analogie zu [ BRUNE/MAURER/ WAGNER 08] und [ FRANEK/FRANEK/MAURER/
WAGNER 08 ] eine simultane Erkennung der “potentiellen Unstetigkeiten” von x (Bereiche mit betragsgrofien
Gradienten Va1, V), wobei der Abstand Dist ( Jz(t), 0K ) als Indikator benutzt wird.

b) Image registration als Steuerungsproblem mit konvexer Regularisierung.

Da sich menschliches Gewebe ndherungsweise linear-elastisch verhélt, ist es naheliegend, fiir image-registra-
tion-Probleme aus der medizinischen Bildgebung konvexe Regularisierungsterme aus der linearen Elastizitats-
theorie zu verwenden. *¥) In diesem Fall ist die Hinzunahme einer konvexen Gradientenbeschrinkung zwin-
gend, weil dann die zu || Jz || proportionale Schubspannung beschriankt bleiben mufi. Damit entstehen aus

(V)1 und (V)2 folgende Steuerungsprobleme:

(P)s: F(x)=/Q<I1(t—x(t))—lo(t)>2dt+u./ﬂ 5 (2l | ont)

2
— inf!; 4.
2 (T, pr ) dt inf!; (4.6)

z e WiP(Q,R?); Jz(t) e K C R¥*? (W)t e Q
bzw.

(P)s: F(x):/Q<|’V11(t—:17(t))H2||VIO(t)||2 - (VIl(t—x(t))TVIo(t))2>dt (4.7)

2 . . 2
+ u-/ > (axz(t) + 8%('5)) dt — infl; z € WiP(Q,R?); Jz(t) € K C R¥*? (W)t e Q
Qig=1\ Ot ot;

mit 2 < p<oound g > 0. K C R**? sei ein konvexer Kérper mit o € int (K); die Eigenschaften der
zugrundegelegten Bilddaten Iy, I;: © — [0, 1] werden im folgenden Satz prézisiert.

Satz 4.1. (Existenzsatz fiir (P); und (P)2):

1) Wir betrachten (P); mit den obigen Voraussetzungen an die Daten. Zusditzlich sei Iy € L™ (2, R) und
I, € C’g(Q, R). Dann besitzt (P); eine globale Minimalstelle & € W(l)’oo(Q,le).

2) Wir betrachten (P)2 mit den obigen Voraussetzungen an die Daten. Zusdtzlich sei Iy € Wé’oo(ﬂ, R) und
I e Cé(Q, R). Dann besitzt (P)s eine globale Minimalstelle & € W(l)’OO(QJRz),

Beweis: 1): Wegen der vorausgesetzten Nullrandbedingung diirfen wir uns die Bilddaten Iy, I; auf
R? \ © jeweils mit Null fortgesetzt denken. Zum konvexen Korper K gehort die konvexe Indikatorfunktion
ok (v): R?*? = R, die durch

0 |veK;

() = { (o) |0 € (e k) (48)
erklirt ist. Die auf Q x R? x R**? definierte Funktion

filt &) = (Lt—€) — (1) + “'iji_l (v +v50)° + ox(v) (4.9)
besitzt die Eigenschaften a) — ¢) aus Definition 1.1., 2), und wegen Iy(t), I1(t — &) € [0, 1] gilt

| f1(t, &) | < Lt =& + Io(t)* + 20o(t) L(t— &) + M-ijf_jl (vij +vﬁ)2 (4.10)

<44 p- i (vijJrvji)2 V(tév) e (Q\N) x R* xK, (4.11)

ij=1

43) Wir folgen [HENN/WITSCH 01], p. 1079 f.
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also erfiillt f; auch die Wachstumsbedingung d) aus Definition 1.1., 2) mit A(¢) = 4 und B({,v) = p -
S22 (viy +vj; )2 SchlieBlich ist f1(f,€,v) fiir alle festen (£,€) € (2 \ N) x R? beziiglich v konvex, also

ij=1
folgt mit Anmerkung c) nach Definition 2.6. fiir alle v € R**%:

fid60) < (0 E0) < A ) < fiEE ), (4.12)
und die Behauptung ergibt sich aus Satz 1.4.

2): Die auf Q x R? x R?*? definierte Funktion

2

Ft,60) = || VL= |7 | VI@®) ||? = (VL(t—&T V() + p- 21 (vij +v50)” + ox(v) (4.13)

besitzt die Eigenschaften a) — ¢) aus Definition 1.1., 2). Infolge der Voraussetzungen ist || VI || fast {iberall
und || VI, || iberall durch eine Konstante C' > 0 beschrénkt, so dal wir die Abschétzung

| falt€,0) | < O4<1 + |cos<(VI(t—€), VIO(t))/) S (vij +v55)°

i,7=1

V(t,&v) e (Q\N) x R? xK  (4.14)

erhalten. Damit erfillt fo a}uch die Wachstumsbefiingung d) mit A(t) =2C* und B(&,v) = ,u~zij:1 (vij+
vj; )%, Wiederum ist fo(£, &, v) fiir alle festen (£,§) € (© \ N) x R* in v konvex, so daf der Beweis wie in
Teil 1) beendet werden kann. m

c) Image registration als Steuerungsproblem mit polykonvexer Regularisierung.

Ein alternativer Zugang zum image-registration-Problem besteht in der Verwendung von polykonvexen Regu-

larisierungstermen, die mit hyperelastischen Materialgesetzen korrespondieren. Zuséatzlich wurde vorgeschla-

gen, nur orientierungserhaltende, bijektive Deformationen zuzulassen (d. h. solche mit Det (Jz) > 0).4%

Lassen wir die letzte Bedingung zunéachst beiseite, so ergeben sich folgende Steuerungsprobleme:

(P)3: F(z) :/Q<Il(t—:c(t))—lo(t)>2dt + ,u~/9(01 | Jz(t)||” + cz(Deth(t))z)dt . infl;
xe WiP(Q,R?); Jz(t) e K c RP? (V)teQ (4.15)

bzw.
(P)y: F(x):/Q<HVI1(t—x(t))H2HVIO(1€)H2 - (VIl(t—m(t))TVIO(t))z)dt (4.16)

+M-/(c1 | Jz(t) ||” + (DetJm(t))z)dt — inf!; z € WiP(Q,R?); Jz(t) € K< RP? (V)t e Q
Q

mit 2 < p < 00, p > 0 und Gewichten ¢, ca > 0. K € R**? sei wiederum ein konvexer Korper mit
o € int (K). Als Matrixnorm wird || M || = trace (MM ) benutzt. Die Eigenschaften der zugrundegelegten
Bilddaten Iy, I : Q — [0, 1] prazisieren wir wie folgt:

Satz 4.2. (Existenzsatz fiir (P); und (P)4):

1) Wir betrachten (P)s mit den obigen Voraussetzungen an die Daten. Zusdtzlich sei Iy € L™ (Q,R) und
I € Cg(Q,R). Dann besitzt (P)s eine globale Minimalstelle & € Wé’OO(Q7IR2),

4 [ DROSKE/RUMPF 04], p. 673 f.
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2) Wir betrachten (P)y mit den obigen Voraussetzungen an die Daten. Zusdtzlich sei Iy € Wé’oo(Q,R) und
I C’é(Q, R). Dann besitzt (P)y eine globale Minimalstelle & € W(l)’oo(Q,IRz).

Beweis: 1): Erneut diirfen wir uns die Bilddaten Iy, I; auf R?\ Q mit Null fortgesetzt denken. Die auf
Q x R? x R**? definierte Funktion

fa(t,&,0) = (L(t—&) —Io(t)” + - (01 o] + e (Detv)z) + ok (v) (4.17)
erfiillt a) — ¢) aus Definition 1.1., 2) und — analog zum Beweis von Satz 4.1., 1) — wegen
| f3(t,&,0)| <4+ p- (c1 lv]? + e2 (Detv)Q) V(t.&v)e (Q\N) x R xK (4.18)

auch eine Wachstumsbedingung d) mit A(t) = 4 und B(&,v) = p(c1[[v[|” + c2 (Detv)?). Wir bemerken,
daB die Funktion fs(f,¢,v) fiir alle festen (i, &) € (€2 \ N) als Summe der polykonvexen Funktionen (I, (f —
£)—1Io(d) )2 + p-(er|[v]|” + c2 (Detv)?) und gk (v) polykonvex in v bleibt. Also darf Satz 1.5. angewendet

werden, und (P)3 besitzt eine globale Minimalstelle.

2): Man argumentiert analog zu Teil 1) und dem Beweis von Satz 4.1., indem man beachtet, da fiir den

Integranden
St &0) = | VI =& | V@) | = (V1= VIo(t))*+ - (e | v ["+ ez (Detv)?) + oxc (v)(4.19)
fiir alle (¢,&,v) € (2 \ N) x R® x K die Abschitzung

| fa(t,6,0) | < ¢ (1 + [cos<a( VI (t—€), VIO(t))|) + o <01 [o]” + CQ(DetU)Q) +ook(v)  (4.20)
besteht. m

d) Image registration als Steuerungsproblem mit der Nebenbedingung Det (Jz) > 0 und poly-

konvexer Regularisierung.

Wir berticksichtigen in (P)3 die zusétzliche Nebenbedingung Det (Jz) > 0 und fligen im Zielfunktional einen

Penaltyterm mit dem polykonvexen Integranden *5)

—c3 - In(Det Jz(t)) (4.21)
mit ¢3 > 0 hinzu. Damit entsteht die Aufgabe
(P)s: F(x) z/Q<Il(t—:c(t))—Io(t)> dt + u./ﬂ(q | J2(t) || + e (Det Ja(t) )? (4.22)

—c3 - In(Det Jz(t)) ) dt — inf!;
€ WoP(Q,R?); Ja(t) € KN {veR¥™? | Det(v) >0} C R**? (V)t €, (4.23)
die aus den Standardvoraussetzungen von Abschnitt 1.a) herausfillt, da der kompakte Steuerbereich K noch

mit einer offenen Menge geschnitten wird. Dennoch kann man aus Satz 4.2., 1) ohne zusétzlichen Aufwand

einen Existenzsatz fiir (P)s erhalten:

45) [ DROSKE/RUMPF 04], p. 674, (3.2).
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Satz 4.3. (Existenzsatz fiir (P)s): Wir betrachten (P)s unter folgenden Voraussetzungen an die Daten:
Essei2 <p<oo, [y € L(QR), I € C’g(Q,IR), w>0, ¢, ca, c5 >0, und K C R*? sei ein konvezer
Korper mit o € int (K). Dann besitzt (P)s eine globale Minimalstelle & € Wé’oo(Q,IRz).

Beweis: Unter den Voraussetzungen des Satzes existieren zuldssige Losungen von (P)s, beispielsweise

b cosa —sina t1
’ Z) (sina cosa) (t2> (4.24)
fiir & € [0, 7/4] und hinreichend kleines € > 0. Umgekehrt folgt aus Jx(t) € K (V) t € , daBl das Zielfunk-

tional nach unten beschrinkt ist. Damit besitzt (P)s eine Minimalfolge { 2V } | Wé’p(ﬂ, R?) N W(l)’OO(Q7 R?),
_FULE(QR?

z(t) = e-Min (Dist (¢,09),

>~

deren Glieder auch in (P)s zuliissig sind. Entlang einer Teilfolge {2z} C {2V} mit 2V’ ) &

und JzN' s LE@QRT®) 74 oilt nach Satz 4.2, 1) und Satz 1.4.

/Q(Il(t—i(t))—lo(t))2dt + u./Q(cl | T2 ||* + cQ(Detch(t))2)dt (4.25)

<timint [ (R 0) = 10)) dt e [ (e |2 O + 2 (Detsa @) ar

Auf den polykonvexen Integranden fs: R**? — R gemiB

f(0) = {uc;; In(Detv) | Detv > 0; (4.26)

- (+00) | Detv <0

darf jedoch [DACOROGNA 08], p. 391 f., Theorem 8.16, zusammen mit der Anmerkung ebenda, p. 392,
angewendet werden: Nach der Wahl von m = n = 2 und p = 2 ist die konvexe Funktion h(v,d): R® — R

gemaf

—pesné | 8> 0;
h(v,6) = 4 13 | (4.27)
(+00) |6<0

nach unten durch h(v,8) > —pucs§ beschrinkt, worin die konstante Funktion (—jucs) zu L*(€, R) gehort.

N’ L2(Q,R2%?)

Fiir die oben genannte Teilfolge gilt gleichzeitig Jx Jz, und aus dem zitierten Satz ergibt

sich

—,u/QCg, In(Det J&(t) ) dt < liminf<—u/ﬂc;3 ln(DethN/(t))dt) (4.28)

N’—o00
Aus (4.25) und (4.28) folgt die Existenz einer globalen Minimalstelle fiir (P)s5. m

Analog kann man die Existenz einer globalen Minimalstelle fiir das modifizierte Problem (P)4 beweisen,

wenn man die Voraussetzungen tiber die Daten aus Satz 4.2., 2) beibehélt.
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