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1. Einleitung.
a) Die unterhalbstetige quasikonvexe Hiuillfunktion.

Die vorliegende Arbeit steht im Zusammenhang mit der Untersuchung einer Klasse mehrdimensionaler
Steuerungsprobleme, die im einfachsten Fall aus der Grundaufgabe der mehrdimensionalen Variations-
rechnung

F(z) = /Qr(t,o:(t),]z(t))dt — inf!; =z € Wé’p(Q,]Rn), QCR™, (1.1)

durch die Hinzufiigung von Restriktionen fiir die partiellen Ableitungen von x, beispielsweise

8.731 63)1
87151(25) %(t)
Jx(t) = : : e KCR"™ (V)teq, (1.2)
By . Py
ot T Oty

entstehen. Derartige Aufgaben, auch Dieudonné-Rashevsky-Probleme genannt, ergeben sich bei der Un-
tersuchung von Randwertaufgaben fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung, °V) bei geo-
metrischen Optimierungsaufgaben fiir konvexe Kérper,%?) in der Elastizititstheorie (Torsionsprobleme) 03)
und in der Populationsdynamik (Aufgaben mit vorgegebener Altersstruktur). 04) In jiingster Zeit hat sich
herausgestellt, daf die Einbeziehung von Gradientenbeschréankungen auch in Aufgaben der mathematischen
Bildverarbeitung sinnvoll ist. %) Alle genannten Aufgaben haben gemeinsam, daf sich die Restriktionen
(1.2) auf einen konvezen Korper K mit o € int (K) beziehen. Die in (1.1) auftretenden Integranden r(¢, &, v)

06) und haben die Menge Q x R" x K anstelle des Gesamtraumes als

sind in v moglicherweise nicht konvex
natiirlichen Definitionsbereich.

Um in Dieudonné-Rashevsky-Problemen (1.1) — (1.2) mit n > 2, m > 2 die Existenz globaler Minimalstellen
zu garantieren (und gleichzeitig die Anwendbarkeit direkter Verfahren zur numerischen Losung der Aufgaben
zu rechtfertigen), mufl man bei der Relaxation — in Analogie zur Grundaufgabe der mehrdimensionalen

Variationsrechnung — einen verallgemeinerten Konvexititsbegriff zugrundelegen. °”) Die vorangegangenen

DACOROGNA /MARCELLINI 97 ], [ DACOROGNA/MARCELLINI 98] und [ DACOROGNA/MARCELLINI 99].
ANDREJEWA /KLOTZLER 84A ] und [ ANDREJEWA /KLOTZLER 84B], p. 149 f.

FuNK 62], pp. 531 f., [LUR'E 75], pp. 240 fI., [TING 69A], p. 531 f., [TING 69B] und [ WAGNER 96], pp. 76 fI.
BROKATE 85], [ FEICHTINGER/ TRAGLER/VELIOV 03].
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[BRUNE/MAURER/WAGNER 08], [FRANEK/FRANEK/MAURER/WAGNER 08], [WAGNER 06A], pp. 108 ff., und
[ WAGNER 09B].

Als Beispiele seien polykonvexe Regularisierungsterme beim hyperelastischen image matching oder Perona-Malik-
Regularisierungsterme bei der Bestimmung des optischen Flusses genannt (vergleiche [ WAGNER 08B], pp. 28 ff.,

bzw. [ AUBERT/KORNPROBST 06 ], pp. 90 — 93, [ KAWOHL 04 ] und [ WAGNER 06A |, p. 114).
[WAGNER 08A], p. 309, Theorem 1.3., und [ WAGNER 08B], p. 4, Theorem 1.4.
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Untersuchungen des Verfassers haben ergeben, daf§ die Behandlung von Aufgaben (1.1) — (1.2) mit Inte-
granden r(t, ¢, v) wie in der mehrdimensionalen Variationsrechnung °®) auf die Untersuchung des Spezialfalls
zuriickgefithrt werden kann, in dem der Integrand allein von v abhéingt. 9 Daher beschriinken wir uns in der
vorliegenden Arbeit auf die Behandlung von Integranden f(v): K — R, die mit (4+o00) auf R"™ \ K fort-
gesetzt werden, und die unterhalbstetige quasikonvexe Hullfunktion als passende semikonvexe Hiillfunktion.

Genauer betrachten wir folgende Funktionenklasse:

Definition 1.1. (Funktionenklasse Fx): K C R"™™ sei ein konvezer Kérper mit o € int (K). Eine
Funktion f: R™ — R = R U{(+o0) }gehirt zur Klasse Fk, falls die Einschrinkung f ’ K zu CO(K,IR)
gehort und f | (R"\K) = (+o0) gilt.

Dabei wird der folgende Begriff der Quasikonvexitét fiir Funktionen mit Werten in R zugrundegelegt:

Definition 1.2. (quasikonvexe Funktion mit Werten in R):'") Eine Funktion f: R"™ — R =
R U{(+00) } mit folgenden Eigenschaften heifit quasikonvez:

1) dom (f) C R™™ st eine nichtleere Borelsche Menge;
2) f ’ dom (f) ist Borel-mefbar und auf jeder beschrinkten Teilmenge von dom (f) nach unten beschrinkt;
3) f erfillt fir alle v e R™ die Morreysche Integralungleichung:

fv) < Iﬁll /Qf(erJ:zz(t))dt Vo e WhR(Q,RY:; (1.3)
das st gleichbedeutend mat
o) = inf { o [ (o Tal0)at |2 e WS @R ). (14)

Dabei entsteht @ C R™ der Abschluf$ eines beschrinkten Lipschitzgebietes im strengen Sinne.
Die zugehorige Hiillfunktion erklaren wir wie folgt:

Definition 1.3. (unterhalbstetige quasikonvexe Hiillfunktion f(qc)):n) Zu einer nach unten be-
schrinkten Funktion f: R™ — R = R U{(+00)} definieren wir die unterhalbstetige quasikonveze Hiill-

funktion
9 () = sup { g(v) | g: R"™ — R quasikonvex und unterhalbstetig, g(v) < f(v) Yv e R™ }. (1.5)

Offensichtlich verallgemeinert Definition 1.3. die Bildung der “gewdhnlichen” quasikonvexen Hiillfunktion
fir eine Funktion f mit endlichen Werten, weil in diesem Fall alle quasikonvexen Funktionen g < f von
vornherein stetig sind.

b) Lipschitz-Stetigkeit und Differenzierbarkeit von flae),

In der vorliegenden Arbeit wollen wir die Lipschitz-Stetigkeit und Differenzierbarkeit der unterhalbstetigen

quasikonvexen Hiillfunktion f(?°) fiir Funktionen f € Fk untersuchen und den entsprechenden Eigenschaften

Vergleiche [ DACOROGNA 08], pp. 369 ff. und 416 ff.

[WAGNER 07] — [ WAGNER 09A].

[WAGNER 09A], p. 73, Definition 2.9., als Prizisierung von [BALL/MURAT 84], p. 228, Definition 2.1., im Fall
p = (+00).

[WAGNER 09A], p. 76, Definition 2.14., 2).
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der konvexen Hiillfunktion f¢ gegeniiberstellen. Als separat konvexe Funktionen sind sowohl f(9¢) als auch
f¢ auf int (K) lokal Lipschitz-stetig (vergleiche Satz 2.2. und 2.9.) und damit A™™-fast iiberall auf int (K)
differenzierbar. ' Fiir die konvexe Hiillfunktion kénnen diese Aussagen wie folgt verschirft werden:

Satz 1.4.: Gegeben seien ein konvexer Korper K C R™ mit o € int (K) und 0K = ext (K) sowie eine
Funktion f € Fk.

1) (Globale Lipschitz-Stetigkeit von f¢) Wenn a) zu jedem Punkt vy € OK eine affin-lineare Funktion

@(v,v0) = (a(vo), v —vo) + b(ve) mit p(v,v9) < f(v) Vv € K existiert und b) sup,,, ¢ px | a(vo) | < (+00)
gilt, so ist die konvexe Hullfunktion f¢ auf K global Lipschitz-stetig.

2) (Differenzierbarkeit von f¢ auf int (K)) ) Die Funktion f € Fx sei durch

fw) |veK;

v = 1.6
s = {10 e i (16)
definiert, wobei f: R™ — R eine stetige Funktion ist, die mindestens auf K stetig differenzierbar ist. Dann
ist f¢ auf int (K) stetig differenzierbar.

Fiir die quasikonvexe Hiillfunktion einer auf dem Gesamtraum definierten, nach unten beschrankten Funk-
tion f: R"™ — R haben BALL/KIRCHHEIM/KRISTENSEN bewiesen, da§ aus der Differenzierbarkeit von f

zusammen mit gewissen Wachstumsbedingungen ebenfalls die Differenzierbarkeit von f9¢ folgt. ') In diesem
Fall besitzen die partiellen Ableitungen von f9¢ eine Darstellung

afae 0

6{]ij(v0)—/anavj;(v)du(v),1<i<n,1<j<m, (1.7)

mit einem “supporting measure” fiir f9¢ in vg, d. h. einem positiven Maf v, das sich als schwach*-Grenzwert
einer Folge von WahrscheinlichkeitsmaBien { v } mit f9(vg) < [pnm f(v)dvN (v) < f%(vg) + 1/N und
(v0)ij = [nm vij dvN (v) ergibt.

Der Beweis vergleichbarer Aussagen fiir die unterhalbstetige quasikonvexe Hiillfunktion zu f € Fk stoft
auf erhebliche Schwierigkeiten. In der vorliegenden Untersuchung geben wir daher lediglich hinreichende
Bedingungen fiir globale Lipschitz-Stetigkeit und Differenzierbarkeit an, die wie folgt ausgesprochen werden

konnen:

Satz 1.5. (hinreichende Bedingung fiir globale Lipschitz-Stetigkeit von f(qc)): 15) Gegeben seien ein
konvexer Kérper K mit o € int (K) und 0K = ext (K) sowie eine Funktion f € Fk, die auf K global Lipschitz-
stetig ist. Wenn a) zu jedem Punkt vy € OK eine affin-lineare Funktion ¢(v,vg) = (a(vg), v — vg ) + b(vg)
mit p(v,v0) < f(v) Vv € K existiert und b) sup,, ¢ ok |a(vo)| < (4+00) gilt, so ist 9 quf K global
Lipschitz-stetig.

Das folgt aus dem Satz von Rademacher, sieche [ EVANS/GARIEPY 92], p. 81, Theorem 2.

[ GRIEWANK/RABIER 90], p. 701, Corollary 3.1., wo stattdessen vorausgesetzt wurde, dafl 9K eine (nm — 1)-
dimensionale C"-Mannigfaltigkeit bildet. Nach [ BONNESEN/FENCHEL 74], p. 26, ist 9K = ext (K) dafiir hinreichend.

[BALL/KIRCHHEIM /KRISTENSEN 00], p. 334, Theorem A.

Hiermit wird [ WAGNER 06A], p. 76, Satz 5.6., korrigiert. In den Aussagen ebenda, pp. 97 ff., miissen die Pramissen
entsprechend angepafit werden.
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Satz 1.6. (hinreichende Bedingung fiir Differenzierbarkeit von f(%) in vy € int (K)): 19 Die Funk-
tion f € Fk sei durch

f(v) |U€K;

s = {1 e i (18)

definiert, wobei f: R"™ — R stetig und auf einer offenen Umgebung von K stetig differenzierbar ist. Zu
einem Punkt vy € int (K) mdgen ein Wahrscheinlichkeitsmafy vy € 8199 (vg), eine Folge { 2™}, W(l)’OC(Q, R")
und eine Zahl 0 < p <1 mit folgenden Eigenschaften existieren:

a) 9 (uy) = [ f(v)d(v

b) die konstante vemllgememerte Steuerung v = { vy} wird durch die Folge {vy + Jx™N'} erzeugt,

¢) fiir fast alle t € Q und alle N € N gilt vy + Jz™ (t) € pK.

Dann ist {499 in vy differenzierbar, und fir alle 1 <i<n, 1 <j<m gilt:

(g¢) £
8511”- (vg) = of (v) dvp(v) . (1.9)

K Bvij

Die Menge SU9 (vg) C (C’O(KJR))* wird in Definition 2.11. erkldrt und enthdlt insbesondere alle “sup-

porting measures” fiir {9 in vo (vergleiche Satz 2.12.).

Die Differenzierbarkeit von £(4¢) kann aufierdem in allen Punkten v € int (K) gesichert werden, wo f und
£ {ibereinstimmen, also insbesondere in den globalen Minimalstellen von f, die ins Innere von K fallen
(Satz 3.2.). SchlieBlich zeigen wir anhand eines Beispiels, da8 die partiellen Ableitungen von f(9¢) auch im

Fall ihres Vorhandenseins nicht notwendig in der Gestalt (1.7) dargestellt werden kénnen:

Satz 1.7. (Gegenbeispiel zur Darstellung von V(@) mit einem “supporting measure”): Es
gibt einen konvezen Korper K C R?**? und eine Funktion f € Fx, so daf ein Punkt vy € int (K) mit
folgenden Eigenschaften existiert: f9° ist in vy differenzierbar, aber fir jedes Maﬂ vy € S(qc) (vg) mit
1129 (wy) = [ f(v)d(v) existiert mindestens ein Paar von Indizes (i,7) mit 1 <i<2,1<j <2 und

(¢¢)
01 v, [ O

. Vo < v (v) dvp(v) . (1.10)

Dasselbe Beispiel zeigt auflerdem, dafi man in den Sdtzen 1.4., 1) und 1.5. nicht auf die Voraussetzung
0K = ext (K) verzichten kann (Lemma 3.5., 3) ).

Die verwendeten Hilfsmittel (verallgemeinerte Konvexititsbegriffe, verallgemeinerte Steuerungen) und die
bisher bekannten analytischen Eigenschaften von f(9¢) werden im folgenden Kapitel 2 zusammengestellt.
Kapitel 3 enthalt die angekiindigten Satze und Beweise.

¢) Zur Notation.

Sei k € {0,1, ... ,00} und 1 < p < oo. Dann bezeichnen C*(,R"), LP(Q,R") und W*?(Q,R") die
Raume der r-dimensionalen Vektorfunktionen, deren Komponenten k-mal stetig differenzierbar sind, in p-

ter Potenz integrabel sind bzw. zum Sobolevraum jener L”(Q, R)-Funktionen gehéren, die verallgemeinerte

Hiermit wird [ WAGNER 06A ], p. 76, Satz 5.5., korrigiert. Auf den Fehler im Beweis dieses Satzes ebenda, p. 78 f.,
hat mich Prof. KiRcHHEIM (Diisseldorf) aufmerksam gemacht: Lemma 5.9. kann nicht benutzt werden, um (5.37)
herzuleiten.



partielle Ableitungen bis zur k-ten Ordnung besitzen, welche ebenfalls im L”(2, R) liegen. Funktionen aus
den Unterraumen C’g (Q,R") C C’k(Q7 R") und Wé’p(Q, R") C Wl’p(Q, R") haben iiberdies kompakte Tréger;
die Komponenten von x € W™ (€2, R") besitzen Lipschitz-stetige Reprasentanten '™ mit Nullrandwerten.
Mit 0z /0t; bezeichnen wir die klassische partielle Ableitung von x nach ¢;. Im Gegensatz dazu wollen wir
bei der Abkiirzung Jz fiir die Jacobimatrix der Funktion x nicht zwischen klassischen und verallgemeinerten
partiellen Ableitungen unterscheiden.

Mit int (A), 0A, cl(A), co(A) und |A| bezeichnen wir das Innere, den Rand, den Abschluf}, die konvexe
Hiille bzw. das r-dimensionale Lebesguesche Maf§ einer Menge A C R”. Wir definieren R = R U { (+00) }
und erweitern die topologischen und Ordnungsstrukturen der Zahlengeraden in natiirlicher Weise, so dafl der
unendlich ferne Punkt (+00) als grofites Element hinzukommdt.

In der gesamten Arbeit betrachten wir nur eigentliche Funktionen f: R™" — R, deren effektiver Definitions-
bereich dom (f) = {v € R™ | f(v) < (+00) } als nichtleer vorausgesetzt wird. Die Einschréinkung einer
Funktion f auf eine Teilmenge A ihres Definitionsbereiches wird mit f | A bezeichnet. Gehort eine Funktion
f: R™ — R zur oben definierten Funktionenklasse Fk, so ist ihre Einschrinkung f ’ K beschriankt und
(sogar gleichmafig) stetig. Fk ist daher isomorph und isometrisch zum Banachraum CO(K, R).

Unter einem konvexen Korper K € R™ verstehen wir eine konvexe, kompakte Menge mit nichtleerem
Inneren. '®) Ein Punkt v € K heifit Extremalpunkt von K, falls aus v = X o/ + X/ 0", X, X' >0, N + X' =1,
v, 0" € K stets v/ = v = v folgt. Die Menge aller Extremalpunkte von K wird mit ext (K) bezeichnet.
Jeder konvexe Korper mufl mindestens einen Extremalpunkt besitzen.

Wir verwenden drei vom iiblichen Gebrauch abweichende Bezeichnungen: “{z™ } | A” bezeichnet eine Folge
{2} mit Gliedern zV € A. Fiir A C R ist die Abkiirzung “(¥)t € A” zu lesen als: “fiir fast alle ¢t € A”
bzw. “fiir alle t € A mit Ausnahme einer r-dimensionalen Lebesgueschen Nullmenge”. Schlielich bezeichnet
das Symbol o kontextabhéngig das Nullelement bzw. die Nullfunktion des zugrundeliegenden Raumes.

2. Hilfsmittel zur Untersuchung von f(°,

a) Verallgemeinerte Konvexitétsbegriffe.

Wir beginnen mit einer Zusammenstellung der verallgemeinerten Konvexitétsbegriffe, die in der vorliegenden

Arbeit verwendet werden.

Definition 2.1.: 1) (polykonvexe Funktion) Wir fassen v € R"™ als (n, m)-Matriz auf und bezeichnen
mit T'(v) den Vektor aller Unterdeterminanten von v. T(v) habe T(n,m) Komponenten. Fine Funktion
f: R"™ — R heifit polykonves, wenn mindestens eine konveze Funktion g: R™™™ — R mit flv) =
g(T(v)) Vv e R"™ existiert.

2) (Rang-1-konvexe Funktion) Eine Funktion f: R"™™ — R heifit Rang-1-konvex, wenn sie die Jensen-
sche Ungleichung entlang aller Rang-1-Richtungen erfillt: Fir alle (als (n,m)-Matrizen aufgefafiten) v’,
v e R™™ gilt

Rg(v' —0v") <1 = f(NV+X"V") < NfO)+ N fR07) YN, N >0, N+ X' =1. (2.1)

3) (separat konvexe Funktion) Eine Funktion f: R"™™ — R heifit separat konvez, wenn sie jeweils als

Funktion einer einzelnen Variablen v;; konver ist, wihrend alle anderen festgehalten werden.

') [Evans/GARIEPY 92], p. 131, Theorem 5.
18) Wir folgen [ BRONDSTED 83 ] und [ SCHNEIDER 93] .
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Fiir Funktionen f: R™ — R gilt: f konvex = f polykonvex = f Rang-1-konvex == f separat
konvex. 19 Nach dem folgenden Satz sind bereits separat konvexe Funktionen lokal Lipschitz-stetig.

Satz 2.2. (Lipschitz-Stetigkeit separat konvexer Funktionen):2°) Jede separat konvexe Funktion
f: R™ — R ist auf int (dom (f)) lokal Lipschitz-stetig.

Aus [BALL/KIRCHHEIM/KRISTENSEN 00 ] entnehmen wir folgenden Differenzierbarkeitssatz:

Satz 2.3. (Differenzierbarkeit separat konvexer Funktionen):2") Sei K(vo,d) C R"™™. Fiir zwei
Funktionen ¢, ¢": K(vg,d) — R gelte ¢’ (vg) = ¢" (vg) und ¢'(v) < ¢"(v) fir alle v € K(vy,d). Weiter sei

¢’ separat konvex, und fir ©" existiere ein a € R™ mit

1
lim sup Tal (ga"(vo +w) — ¢ (vo) — a® w) <0. (2.2)

w—o0

Dann sind ¢" und ¢" in vy differenzierbar, und es gilt V¢'(vg) = V" (vp).

b) Verallgemeinerte Steuerungen.

Eine maBwertige Abbildung pu: Q — rca?” (K) gemafl ¢ — heiﬁt verallgemeinerte Steuerung (“Young-
sches MaB”), wenn fiir jedes stetige g € C°(K,R) die Funktion hg(t) = [k 9(v) dpe(v) auf Q Borel-mefbar
ist. 22) Wir identifizieren zwei verallgemeinerte Steuerungen p' = {,ut} und p’ = {ut }, wenn p) = py fiir
fast alle t € Q gilt. Die Menge aller Aquivalenzklassen von verallgemeinerten Steuerungen wird mit Y (K)

bezeichnet. Die Konvergenz einer Folge { u™¥ }, Y(K) gegen ein Grenzelement pu € Y (K) erkliren wir durch
- p = / / f@) dut (v) = dpy(v) ) dt — 0 fiir alle f € L'(QR), g€ CO(K,R). (2.3)

Definition 2.4. (Erzeugung verallgemeinerter Steuerungen durch Funktionenfolgen): 23) Wir sa-
gen, daf8 die Funktionenfolge {u™ }, L™ (Q,R™™) die verallgemeinerte Steuerung pu € Y(K) erzeugt, falls
Nt)eK (V)t€ QVN € N und

lim [ f(t)g(u™N(t))dt = lim //f V) d6,n (1) ( dt—//f v) dpg(v) dt (2.4)

N—ooJQ N—oo

fiir alle f € L'(L,R), g € C°(K,R) gilt.

Definition 2.5. (verallgemeinerte Jacobi-Steuerungen, “Youngsche Gradientenmafle”): 24) Mag-
wertige Abbildungen p € Y(K), die (im Sinne von Definition 2.4.) von einer Funktionenfolge { Jx™},
L=(Q,R™™) mit x € W ™ (Q,R"™) und JaN (1) e K (V)t € Q VN € N erzeugt werden, heiffen verallgemei-
nerte Jacobi-Steuerungen. Die Menge der betreffenden Aquivalenzklassen soll mit J(K) C Y(K) bezeichnet

werden.

[DACOROGNA 08], p. 159 f., Theorem 5.3., (i), und Remark 5.4., (iii). Der Begriff der Quasikonvexitéit kann in diese
Reihe ohne weitere Voraussetzungen nicht eingeordnet werden (siehe aber Satz 2.9. unten und [ CoNTI 08]).

Ebenda, p. 47, Theorem 2.31.

[BALL/KIRCHHEIM /KRISTENSEN 00], p. 341, Corollary 2.5.

Siehe [ GAMKRELIDZE 78], pp. 23 ff., und [ MULLER 99], p. 115 ff.

Vergleiche [ PEDREGAL 97], pp. 96 ff.

[ KINDERLEHRER/PEDREGAL 91], p. 333, [MULLER 99], p. 126, Definition 4.1.
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Satz 2.6. (Eigenschaften der Rdume Y(K) und J(K)):
1)%) Jede Folge {u™ }, L%(Q,R"™) mit uN(t) € K (V)t € Q VN € N besitzt eine schwach*-konvergente

Teilfolge, die eine verallgemeinerte Steuerung pu € Y(K) erzeugt.

2)2) Jede Folge {2}, Wh™(Q,R™) mit || zN 2o mrm) < Cs JaN(t) e K (V)t € QVN € N besitzt eine
Teilfolge {2V} mit 2N — @R 2 ¢ Whe(Q R") und JzN = L7QR™) Jo e L2(Q,R™™). Also
erzeugt { JzN'} eine verallgemeinerte Jacobi-Steuerung p € J(K).

3)2") Die Menge Y (K) ist beziiglich der Topologie aus (2.3) folgenkompakt.

4) 28) Die Menge J(K) der verallgemeinerten Jacobi-Steuerungen bildet eine folgenkompakte Teilmenge von
Y(K).

Der Mittelwertsatz von KINDERLEHRER/PEDREGAL kann auf verallgemeinerte Jacobi-Steuerungen p €

J(K) wie folgt erweitert werden:

Satz 2.7. (Mittelwertsatz fiir verallgemeinerte Jacobi-Steuerungen): 2?) Sei Q C R™ Abschlufs eines
Lipschitzgebiets im strengen Sinme mit o € int (Q). Wir betrachten Folgen {w™ }, K und {2V}, I/V(l)’oo(Q7
R™) mit den Eigenschaften

a) wN — w e K (dabei sind wY und w € R™ als (n,m)-Matrizen aufzufassen),

b) w +JzN(t) e K (V)t€Q VN eN,

¢) {wl + JzN'} erzeugt eine verallgemeinerte Jacobi-Steuerung p € J(K).

Dann existiert eine Folge von Lipschitzfunktionen { TN }, Wé’oo(Q,IR”) mit folgenden Eigenschaften:
Dlimy_ o |7V lco@prmy = 0,

2) wN +JzN(t) e K (V)t € QVN € N,

3) Die Folge {w™ + JzN} erzeugt eine konstante verallgemeinerte Jacobi-Steuerung v = {v} € J(K),
welche als t-Mittelwert von p aufgefafit werden kann:

lim g(w™ + TN (t))dt = / / v) dpe (v (2.5)

N—oo JQ
= lim [ g(w™ +J3N( dt—// v)dt VgeC'(K,R);
N—oo JQ
Jeviidv(v) .. [ vim dv(v)
4) Es gilt: w= : : . (2.6)
S vnidv(v) .. [i v dv(v)

Satz 2.7. rechtfertigt die Definition eines Mittelwertoperators A: J(K) — rca?” (K), der jeder verallgemei-
nerten Jacobi-Steuerung p € J(K) ein Wahrscheinlichkeitsmafl A(p) = v als ihren ¢-Mittelwert zuordnet.

c) Eigenschaften der unterhalbstetigen quasikonvexen Hiillfunktion f (q0),

Aus [ WAGNER 09A | entnehmen wir folgende Aussagen:

[MULLER 99], p. 115 f., Theorem 3.1.
[WAGNER 07], p. 10, Theorem 2.14., 1).
[

BERLIOCCHI/LASRY 73], p. 144, Proposition 1, (i); unabhéingig nochmals bewiesen in [ KRAUT/PICKENHAIN 90],
p- 391, Theorem 4.

[WAGNER 07], p. 10, Theorem 2.14., 2).
Ebenda, p. 11, Theorem 2.16., als Verallgemeinerung von [ KINDERLEHRER/PEDREGAL 91], p. 334, Theorem 2.1.



30)

31)

32)
33)

34)

Satz 2.8. (Halbstetigkeit und Stetigkeit von f(99)):30) Gegeben sei eine beliebige Funktion f € Fx.
1) Dann ist die Funktion £ : R™ — R unterhalbstetig.

2) 4 st in allen Punkten v € int (K) stetig.

8) Uberdies ist die Einschrinkung f(9¢) |K in allen Punkten v € ext (K) stetig, und fir diese Punkte gilt
fe() = f9(w) = f(v).

Aus 0K = ext (K) ergibt sich demzufolge, dafl f(4¢) ’K auf ganz K stetig ist, und dann gehort zusammen
mit f auch f(99) zu Fk.

Satz 2.9. (Quasikonvexitit und Rang-1-Konvexitit von f(99)):3Y Sei f € Fi. Dann ist die Punktion
fl9): R"™ — R sowohl quasikonvex (im Sinne von Definition 1.2.) als auch Rang-1-konvex. Auferdem gilt
fiir alle v € R™™:

Fe) < fP) < F990) < ) < f(v). (2.7)
Firn =1 oder m =1 stimmen die Hillfunktionen f¢, fP¢, ¢ und f7¢ dberein.

d) Zwei Darstellungssitze fiir f(9¢),
Fiir Funktionen f € Fk gestattet f(4°) die folgende Darstellung mit Jacobimatrizen:

Satz 2.10. (Erster Darstellungssatz fiir f(qc)):32) Sei eine beliebige Funktion f € Fk gegeben. Dann
besitzt ihre unterhalbstetige quasikonveze Hillfunktion f9¢): R™™ — R die Darstellung

f* (U()) ’ Vo € int (K),
£ (1) = lim f*() | vo € OK; (2.8)

v—vo ,v € RNint (K)

(+OO) ’ Vo Gan\K,

wobei R =0 vy den Strahl bezeichnet, der ausgehend vom Nullpunkt durch vy verldauft, und f*(vg) durch
1 _
f*(vo) = inf { Q] / f(vo+ Jz(t))dt |z € Wé’oo(Q,IR"), v+ Jr(t) eK (V)teQ} eR (2.9)
Q

erklart ist.

Analog zur konvexen Hiillfunktion3®) gestattet f(4¢) auch eine Darstellung mit Hilfe von Wahrschein-

lichkeitsmaflen. Dazu erkléren wir folgende Mengen:

Definition 2.11. (mengenwertige Abbildung S(99):3%) Zy vy € K definieren wir folgende Menge von
Wahrscheinlichkeitsmafen:

S (vg) = {v € rca?" (K) | es existieren Folgen {v™ }, int (K) und {2 }, W(l)’oo(QJR") mit (2.10)

a) lim y_, oV =y,

[ WAGNER 09A], p. 89, Theorem 3.14. und 3.16., zusammen mit p. 95, Theorem 4.1.

Ebenda, p. 93, Theorem 3.19., zusammen mit p. 95, Theorem 4.1. und 4.2. Die Ungleichung fP°(v) < f(9(v) folgt
aus [ WAGNER 08B], p. 25.

[WAGNER 09A], p. 95, Theorem 4.1.
Siehe [ WAGNER 061, p. 131, Satz 10.19., 3).
Zusammenfassung von [ WAGNER 07], p. 15, Definition 3.1. und Lemma 3.2., sowie p. 21, Theorem 3.9., 2).



b) lim oo | 2™ [ goq.rm) = 0,
)N +JzN () e K (V)t€ QVN €N,
d) {vN + JzN'} erzeugt die konstante verallgemeinerte Jacobi-Steuerung v = {v}. }.

Satz 2.12. (Zweiter Darstellungssatz fiir £(99)):3%) Sei eine beliebige Funktion f € Fx gegeben. Dann
besteht mit der mengenwertigen Abbildung S(1°) : K — m( rca P” (K)) aus Definition 2.11. fir alle vy € K
die Darstellung

£199(vg) = Min { /K f)dv(v) | v e S (v)}. (2.11)

3. Lipschitz-Stetigkeit und Differenzierbarkeit von f(1°,

a) Globale Lipschitz-Stetigkeit von f(4°).

Beweis von Satz 1.4., 1): 36) Der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen konnen, da man die Einschrankung
fe | K zu einer finiten, konvexen Funktion h: R"™ — R auf den Gesamtraum fortsetzen kann: h ist ins-
besondere in der Umgebung jedes Punktes v € K lokal Lipschitz-stetig, so dafl wir K mit einer Familie
{K(v,6(v)) }, ¢ k offener Kugeln derart iiberdecken kénnen, daf h auf K(v, 6(v)) jeweils Lipschitz-stetig mit
Konstante L(v) > 0 ist. Da K kompakt ist, kann man aus { K(v,d(v)) } , c x eine endliche Teiliiberdeckung
mit K € K(v1,d(v1)) U ... U K(vn,d(vn)) auswéhlen. Zusammen folgt, daff h ’ K= f¢ ‘ K auf K global
Lipschitz-stetig mit Konstante Max ( L(v1), ... , L(v")) ist.

Um zu beweisen, daf§ f¢ die verlangte Fortsetzung besitzt, ziehen wir folgendes Lemma heran:

Lemma 3.1.:37) Gegeben seien ein konvezer Korper K C R™ und eine konveze Funktion g: K — R.
Wenn zu jedem Punkt vy € 0K mindestens ein Punkt w(vg) € int (K) mit

i 9o+ 7(w(wo) — ) — g(vo)
7—0+0 T

> (—o0) (3.1)

existiert, so laft sich g zu einer finiten, konveren Funktion h: R"™ — R auf den Gesamiraum fortsetzen.

Wir wihlen daher einen Punkt vy € K und einen beliebigen Punkt w(vg) € int (K). Wegen 0K = ext (K)
gilt f¢(vg) = f(vo), und wir gelangen mit Zahlen 0 < 7 < 1,0 < A\; < 1, 1 < s < nm + 1, und Punkten
vs €K, 1<s<nm+1,mit > Ay =1und > A\yvs =vg+ 7 (w(vg) — vg) zu folgenden Abschétzungen:

f(wo + T(w(vo) — o)) — f(vo) = X2 As f(vs) — f(vo) = ; As ((vs,v0) = @(vo,v0) ) (3.2)

S

= 2 As(afvo), vs —wo) = (alvo), 22 Asvs —wo) = {alvo), T(w(vo) —wo)) =

S

f<(vo +T(w(fuo); vg)) — f¢(vo) > (a(ve), w(ve) — o) > 7US£K|Q(UO) |- Diam (K) > (—o0),  (3.3)

und f€ ‘ K erfiillt die in Lemma 3.1. gestellte Bedingung. Also existiert eine finite, konvexe Fortsetzung von

fe ’ K auf den Gesamtraum, und der Beweis ist beendet. m

35) [WAGNER 07], p. 3, Theorem 1.4.
36) Einen Beweis fiir Satz 1.4., 1) habe ich in der Literatur nicht auffinden kénnen.

3T [FiNTA 92], p. 28, Theorem 2.1.
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Beweis von Satz 1.5.: Wir zeigen, daf§ f(2¢) ’K in der Umgebung jedes Punktes v € 0K lokal Lipschitz-
stetig ist. f ‘ K ist nach Voraussetzung und f¢ ’ K nach Satz 1.4., 1) global Lipschitz-stetig. Wir bezeichnen
das Maximum der Lipschitzkonstanten von f und f¢ mit L. Nun wéhlen wir eine Zahl 0 < ¢ < 1 und
betrachten einen beliebigen Punkt v € 9K = ext (K) zusammen mit einem weiteren Punkt w € K N K(v, €),
w # v. Nach Satz 2.8., 3) und Satz 2.9. gilt:

< ( flv)y = (3.4)
—Lefw—v| < =[f5w) = [) | < [7w) = Fw) < 9 w) = [ (0) < fw) = f(v)
< [ fw) = fo)| < L-[w-v].

Ebenso folgt:

—flw) < —f49w) < —f(w) wd ) = f) = flv) = (3.5)
—L-Jo—w| < =] f0) = fw)| < f(0) = f(w) < [990) = f9)(w) < f0) = [(w)
< [ fe) = fow) | < L-v—w]
und zusammen
sup |f(qc)(v)—f(qc)(w)| < L-|v—w]. (3.6)

weKNK(v,e), w#v

Also ist f(a©) | K nicht nur auf int (K), sondern sogar auf int (K) U 0K = K lokal Lipschitz-stetig. Nun ergibt

sich die Aussage des Satzes wie am Beginn des Beweises zu Satz 1.4., 1). =

b) Punkte, in denen f(4°) differenzierbar ist.

Wir betrachten eine Funktion f € Fk, die auf int (K) differenzierbar ist. Dann gestattet uns Satz 2.3.,
bestimmte Punkte anzugeben, in denen sich die Differenzierbarkeit von f auf f(9¢) iibertriigt:
Satz 3.2: Gegeben sei eine Funktion f € Fk, die auf int (K) differenzierbar ist. Dann gilt:

1) (Differenzierbarkeit in Punkten mit f = f(99)) Die Funktion f(9°) ist in jedem Punkt vy € int (K)
mit f(vo) = fU99(vg) differenzierbar, und fir alle 1 <i<n, 1< j<m gilt:

df(a) of

Vo) =
8vij 8vij

(vg) . (3.7)

2) (Differenzierbarkeit in globalen Minimalstellen von f) Ist vy € int (K) eine globale Minimalstelle
von f, so ist f199 in vy differenzierbar, und fir alle 1 <i<n, 1 <j <m gilt:
B f(qc)( of

8111-3- UQ) = avij (Uo) =0. (38)

3)38) (Differenzierbarkeit auf den Trigern von “supporting measures”) Sei v, € S (vy) ein

Wahrscheinlichkeitsmafs, das in einem Punkt v1 € K das Minimum aus Satz 2.12. realisiert:

f(qc)(vl) = /Kf(v) dvy (v) = Min{/Kf(v) dv(v) ‘ = S(qc)(m) } (3.9)

38) Vergleiche [ BALL/KIRCHHEIM /KRISTENSEN 00], p. 346, Proposition 3.6.



Dann ist £9) in allen Punkten vy € supp (v1) N int (K) differenzierbar, und fir alle 1 <i<n, 1 <j<m
gilt:

(qc)
07" () = 2L (uy). (3.10)

8’1)@'

Beweis: Zu 1): Wegen ¢’ (v) = (99 (v) < f(v) = ¢”(v) (Satz 2.9.) folgt die Behauptung unmittelbar aus
Satz 2.3.

Zu 2): Einerseits gilt fiir vg € argmin (f) N int (K) die Ungleichung £ (vy) < f(vo), andererseits folgt
aus dem zweiten Darstellungssatz fiir f(4°) (Satz 2.12.) zusammen mit dem Satz iiber die Konvexitiit des
Integrals (siche [BOURBAKI 52], Chap. IV, § 6, p. 204, Corollaire), daB8 der Wertebereich von f(9¢) in
der abgeschlossen-konvexen Hiille des (kompakten) Wertebereichs von f enthalten ist. Also ist f(29)(vg) <

f(vo) = Min ,ck f(v) unmoglich, und wir diirfen nochmals Satz 2.3. anwenden.

Zu 3): Sei vy € S(99 (v;) ein Wahrscheinlichkeitsmaf mit den vorausgesetzten Eigenschaften. Aus [ WAGNER
09¢], p. 615, Theorem 3.9., ergibt sich, daf die Gleichung (99 (vo) = f(vo) fiir alle v € supp (1) N int (K)
besteht, so dal Satz 2.3. erneut angewendet werden kann. m

c) Eine hinreichende Bedingung fiir die Differenzierbarkeit von f(1°).

Beweis zu Satz 1.6.: e Schritt 1: Seien ein Punkt vy € int (K), ein Wahrscheinlichkeitsmafl vy €
S (vg), eine erzeugende Folge {2V}, W(l)’oo(Q, R") und eine Zahl 0 < p < 1 gegeben, die gemeinsam die
Voraussetzungen a) — ¢) des Satzes erfiillen. Dann besteht insbesondere die Gleichung

£ (1) = /K F0) dvo(v), (3.11)

und die verallgemeinerten Steuerungen { d,, ;v } konvergieren im Sinne von (2.3) gegen die konstante
verallgemeinerte Steuerung { 19 } . Nun wihlen wir einen weiteren Punkt w € int (K). Wegen vy + JzV () €
K (V)t € QVN € N gilt dann fiir alle hinreichend kleinen Zahlen h > 0:

vo + h(w—wv) + JzN(t) e K (V)t€Q VNeN. (3.12)

Nach Satz 2.6., 2) erzeugt eine Teilfolge der Funktionenfolge { vg + h (w —vg) + Jx¥ } eine verallgemeinerte
Jacobi-Steuerung p € J(K), deren Mittelwert A(p) = vy, € rca?” (K) zu S (v + h (w — vp)) gehért (wir
behalten den Index N bei). Nach erneuter Anwendung der Sétze 2.12. und 2.7. erhalten wir:

Y99 (v + h (w —vg)) < /Kf(v)dyh(v) = lim |1m/gf(vo+h(wvo)+JzN(t))dt. (3.13)

N —o0

Zusammen mit

£ (1) = /K F)dvp(v) = lim ﬁ /Q Flvo + J2™ (1)) dt (3.14)

N—o0

ergibt sich folgende Abschitzung fiir den Differenzenquotienten von f(4¢):

D(w — vo, h) = % (£99 (w0 + B (w0 — w0)) — 7 ay) ) (3.15)

. 1 1
< lim W/QE(f(v0+JxN(t)+h(w—vo))—f(v0+JmN(t)))dt.

N—oo



39)

40)

41)
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e Schritt 2: Die Funktion fist auf einer offenen Umgebung von K stetig differenzierbar. Also diirfen wir
auf K eine Taylorentwicklung vornehmen, 3?) so daf fiir alle v € K, z € R™ und alle hinreichend kleinen

h > 0 eine Darstellung

flo+hz) — fv) = V)T hz = R(v,h2) (3.16)

besteht. Dabei ist R(v, hz) fir festes z und h als Funktion von v auf K stetig. Aus der stetigen Differen-
zierbarkeit von f folgt auBlerdem Fréchet-Differenzierbarkeit, und das bedeutet: Ye > 0 3(e) > 0, so daBl
fiir alle hinreichend kleinen 0 < h < 1, alle v € K und z € R™™ die Implikation

|hz| < 0(e) = |R(v,hz)| <e-|hz| (3.17)

besteht (vergleiche [IOFFE/TICHOMIROV 79 ], p. 36). Daraus folgt einerseits fiir festes v € K, z € R"™ die

Relation

lim 22 (3.18)
h—0 h

andererseits ergibt sich fiir festes z € R"™ sogar die gleichméBige Konvergenz der Funktionenfolge

{R(U’l(}]/VN)Z) b C°(K.R) (3.19)

beziiglich v € K und die Existenz einer stetigen Majorante. Damit erhalten wir aus (3.15):

1 ~
D(w —vg,h) < lim Tl / Vi (vo+ JzN ()T (w—vo)dt (3.20)
N — oo Q
N _
+ lim L/R(vo—i-Jsc t), h(w UO))dt
N—oco |Q‘ Q h
= / V)T (w = vo) dig(v) + / f(v,h(w = o)) dvo(v) . (3.21)
K K h
Aus der majorisierten Konvergenz lim,_,, R(v, h(w —v))/h =0 fiir alle v € K folgt:
Dt (w —vg) = limsup D(w — vg, h) < / V)T (w— o) dp(v) = E(w — ). (3.22)
h—0+40 K

e Schritt 3: Aus [WAGNER 09A] entnehmen wir zwei Lemmata iiber quasikonvexe Funktionen, die den

Wert (+00) annehmen konnen:

Lemma 3.3.:0) Gegeben seien ein Punkt w € R™™ und eine Zahl pn > 0. Dann ist zusammen mit
f(v): R™ — R auch die Funktion g(v) = f(w + pv) quasikonvez.

Lemma 3.4.:*Y) Gegeben seien ein konvezer Korper K € R™™ und eine quasikonvexe Funktion f: R"™ —
R mit dom (f) = K. Wenn f ’ K beschrdinkt ist, so ist die Einschrinkung f | int (K) Rang-1-konvez.

Nach Lemma 3.3. ist zusammen mit f(9¢) auch g(v) = f (v + h(w —v)) = f)(hw + (1 — h)v) als

Funktion von v quasikonvex. Wegen dom (g9) = {v € R"™ |v € £ K- {hw}} und w € int (K) folgt

Die Differenzierbarkeit von f mufite auf einer Umgebung von K vorausgesetzt werden, um das Bestehen der Tay-
lorentwicklung auch auf 0K sichern zu kénnen.

[WAGNER 09A], p. 74, Lemma 2.10., (3).
Ebenda, p. 74, Theorem 2.12.
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K(vo,8) C int (4 K — {hw}}) fiir ein hinreichend kleines § > 0 und alle hinreichend kleinen ~ > 0. Aus
Lemma 3.4. ergibt sich dann, daf g(v) auf K(vg, §) Rang-1-konvex und daher auch separat konvex ist. Daraus
folgt: Fiir alle w € int (K) und alle hinreichenden kleinen h > 0 ist D(w —wg, h) als Funktion von (w —vg) auf
dem Inneren ihres (konvexen) effektiven Definitionsbereichs und insbesondere fir (w — vg) € K(o,d) separat
konvex. Bei der punktweisen Bildung des Limes superior iibertragt sich diese Eigenschaft auf D¥(w — vy).
AuBerdem ist DT als Funktion von (w — ) positiv homogen mit D (vg —vg) = 0. E(w —wy) ist eine lineare
Funktion von (w — vg). Nun darf Satz 2.3. auf ¢/ (w —vg) = DT (w — vg) und ¢"” = ET(w — vg) angewendet

werden: Beide Funktionen sind in (vg — vg) differenzierbar mit

of

8vij

(v) dro(v) ) . (3.23)

]

VD (vg —vg) = VE' (vg —vg) = (/K

Daraus folgt, da D und E7 fiir w € K(vp,d) und damit sogar fiir beliebige w € R™ iibereinstimmen,
und es gilt

of

Dt (w —vg) =
( 2 7 Jx Ovij

(v) dvg(v) (wij - UO,ij) . (3.24)

e Schritt 4: Aus Satz 2.3. folgt insbesondere, daf} fiir eine separat konvexe Funktion aus dem Bestehen der
Relation (2.2) die Differenzierbarkeit in vy folgt (man setze ¢’ = ¢”). Wir wenden daher Satz 2.3. nochmals
an, um die Differenzierbarkeit der (in einer Umgebung von vy € int (K) separat konvexen) Funktion f(?¢) in

vg zu bestétigen. Dazu weisen wir nach, dafl die Relation

1
limsup —— ( £ (v + w) — 99 () — VD (v — )" w) <0 (3.25)

w—0 | |

besteht. Angenommen, es giibe ein § > 0 und eine Folge { w" }, int (K) — o mit

1
§ < ToN] (f<qc)(u0 +w) — fU99(vy) = VD (vg — v)T wN> VNEN. (3.26)

Dann findet man eine konvergente Teilfolge von {w® /|w™ |} — wy (wir behalten den Index N bei). Weil
f(9) als separat konvexe Funktion auf int (K) lokal Lipschitz-stetig ist (Satz 2.2.), gilt entlang dieser Teilfolge:

N

: , : w
5 < o] (f(qc)(vo+wN);|:f(qc)(vO+wO|wN|) _f(qc)(vo)) _VD+(U0—UO)TT]\[| o
L N N
< TN‘-‘(Uo-l-w ) — (vo +wo | w |)) (3.28)
1 (qc) N (q¢) N o wh
er(fq (vo + |w™ |wo) — f1 (’UO))7VD (vg — vo) TN‘ —
0 < 6 < limsup ... = D"((wo+vo) —vo) — VD (vg—vo)" ((wo +1v9) —vo) =0, (3.29)

N—o0

und es entsteht ein Widerspruch. Also ist £(9¢) im Punkt vy € int (K) differenzierbar, und der Beweis ist

beendet. m

Der Beweis zeigt, dafl die von BALL/KIRCHHEIM/KRISTENSEN verwendete Technik, die Ableitungen semi-
konvexer Hiillfunktionen mit Hilfe von “supporting measures” zu bestimmen, nur eingeschrankt auf f(2¢)
ibertragen werden kann. Auflerdem bleibt anzumerken, daf§ die Voraussetzungen von Satz 1.6. in jeder
der drei Teilaussagen von Satz 3.2. durch das Diracma8 d,, € S (vy), die Folge {0}, W(l)’oo(Q, R™) und

= 1/2 erfiillt werden. Insofern kann Satz 1.6. als Verallgemeinerung von Satz 3.2. betrachtet werden.
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d) Beispiel: Die Ableitungen von f (4¢) k6nnen nicht durch ein “supporting measure” dargestellt

werden.

Wir wollen ein Beispiel angeben, in dem die Ableitung von f(4¢) in einem Differenzierbarkeitspunkt vy €
int (K) nicht durch die Formel (1.7) ausgedriickt werden kann. Dazu greifen wir auf eine Funktion zuriick,
die bereits in [ WAGNER 06B] untersucht wurde. Im folgenden sollen Punkte v = (Zdb) € R**? als (2,2)-

Matrizen aufgefafit werden.

Lemma 3.5.:%?) Seien die Punkte v, = (_é _01), Vo = (é_é) und die konvere Menge C = {(23) €

R2*2 ’bz + 2+ d?> < 1} gegeben. Wir definieren Ky = co({vl} U C), Ky = CO({PQ} U C) und
K =K; UKy c R**2. Die Funktion f: R**?> = R sei durch

(a>-1)? |veK
f(U) = { (+OO) ||1} c R™™ \K (330)

gegeben. Dann gelten folgende Aussagen:

1)) K st ein konvezer Kdrper mit 04 € int (K) und ext (K) = {vi,v2} U (ext(C) \ { (370 }).

2)*) f gehort zu Tk, und f | int (K) ist beliebig oft differenzierbar.

3) Obwohl die Funktion f die Voraussetzungen a) und b) aus Satz 1.4., 1) erfillt, ist f¢ ’ K unstetig: Fiir
alle (gg) € ext (C) mit b # (—1) ist fc(gg) =1, dagegen ist fc(%_&) =0.

4) Fir alle (SZ) € ext (C) mit b # (—1) ist f(qc)(gg) =1, dagegen ist f(qc)(%_é) =0.

Beweis: Zu 3): Wegen f(v) > 0 fiir alle v € K kann man die Voraussetzungen a) und b) von Satz 1.4.,

1) mit ¢(vg,v) = 0 fiir alle vy € OK erfiillen. Nach [ WAGNER 06B], p. 241 {., Theorem 5, ii), gilt jedoch

fc(gs) =1 fiir alle Punkte (SZ) € ext (C) mit b # (—1) und fc(%_é) =0.

Zu 4): Aus Teil 3) und Satz 2.9. ergibt sich fiir alle Punkte (g Z) € ext (C) mit b # (—1):

L= 7o(2a) < 799(20) < £(2a) =1 (3:31)
und damit Gleichheit. Da [v1, v2] eine Rang-1-Strecke ist, folgt weiter

Fo(070) < 5f) + 5 £70(2) < 5 f(r) + 5 f(v2) =0 (3.32)
und erneut mit Satz 2.9.

0=f(s70) < f*(570) < /*(570) <0 = (3.33)

Beweis von Satz 1.7.: e Schritt 1: Untersuchung der Unstetigkeitsstelle von f\¢) in (%_é). Wir
setzen wy = (% _&) und wéahlen einen weiteren Punkt w; = (g Z) € ext (C) N ext (K) mit b # (—1) und
|wy —wg | < 0.1. Nach Lemma 3.5., 4) gilt £(9¢) (w;) = 1 und £ (wy) = 0. Nach Satz 2.10. ist jedoch f(4¢)

radial stetig, also existieren Zahlen &g, §; > 0 mit

|w—w0’ < 0y = f(qc)(w) < 005 VweRyg=0wp; (3.34)
|w—w1f <6 = f(qc)(w) > 095 VweR=0w;.

42) Siehe [ WAGNER 06B ], p. 241, Definition 7.
43) Ebenda, p. 241, Lemma 1.
4) Ebenda, p. 241 f., Theorem 5.
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Darin bezeichnen Ry und R; die von o ausgehenden Strahlen durch wg bzw. w;. Nun setzen wir Jo =
Min (g, 61) > 0 und bestimmen Punkte zy € Rg und z; € Ry mit | zg —wo | = d2 und | 21 —wy | = d2. In den
Punkten z, z; € int (K) ist f(9°) stetig (Satz 2.8., 2)), also existieren Zahlen d3, 64 > 0 mit

|z— 20| < = | Fl9(z) — £l99 () | < 0.05 Vzeint(K); (3.35)
|z—z1| <6 |ch 2) ff(qc)(zl)| < 005 Vzeint(K).

Setzen wir
55 = Min ( 62 53 5 64 5 | w1 — Wy | ) 5 (336)

so folgt: K(zg,d5) C int (K), K(z1,d5) C int (K) sowie

z € K(z,05) = fU9%z) <0.1; (3.37)
zeK(z1,05) = fU99%z) > 009.

e Schritt 2: Auffinden einer Strecke, auf der f(9° \'-fast diberall differenzierbar ist. Wir bezeichnen mit Z
die konvexe Menge co ( K(z0,85) UK(21,65) ) C int (K) und mit N die A*-Nullmenge jener Punkte v € int (K),
wo f(99) nicht differenzierbar ist. Zusammen mit N ist auch Z N N eine A*-Nullmenge. Nun betrachten wir die
Schar { Gy, } , e gs aller Geraden, die zur Strecke wo w; parallel sind. Nach [ DIEUDONNE 75], p. 232, Satz
13.21.5., bilden dann fiir A3-fast alle p € R® die Durchschnitte Z N N N G, eindimensionale Nullmengen.
Wir kénnen daher Punkte yy € K(zp,05) und y; € K(z1,05) derart wahlen, dafl ihre Verbindungsstrecke

S=yo y1 zu wy w; parallel ist und £(9¢) auf S A'-fast iiberall differenzierbar ist.
e Schritt 3: Die Annahme, daf die partiellen Ableitungen von f9¢) entlang der Strecke S stets gemdfs (1.7)
dargestellt werden kénnen, fihrt zum Widerspruch. Nach [ BALL/KIRCHHEIM/KRISTENSEN 00], p. 340,

Corollary 2.3., sind die Ableitungen von f(9¢) auf ihrem Definitionsbereich stetig, und weil f(4°) auf der

kompakten Menge Z sogar global Lipschitz-stetig ist, sind sie auf Z \ N gleichméflig beschrénkt. Zusammen
folgt, daB die Einschrankungen der partiellen Ableitungen von f(4¢) auf S zum L[S, A\'] gehéren. Damit
darf entlang S der Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung in der Fassung fiirs Lebesgue-Integral
angewendet werden ([ELSTRODT 96], p. 301, Satz 4.14.):

£ ) = 1) = [ 90w edv, (3.39)

worin e den Einheitsvektor in Richtung (w; — wp) bezeichnet. Nun nehmen wir an, dafi die partiellen
Ableitungen von £(4¢) in allen Differenzierbarkeitspunkten vy € int (K) die Darstellung gemfl (1.7)

0 (vg) = / of (v)dvo(v), 1<i<2,1<j<2 (3.39)

31;” K (9’[1,']'

mit f(zdb) = (a® — 1)? und einem WahrscheinlichkeitsmaB vy € S\ (vg) mit f99(vo) = [i f(v)dro(v)
gestatten. Das bedeutet:

|V £ () | = ‘(/ o (D5 ) ) - )/ For (@) dun(® /‘87111 f})‘duo(f}), (3.40)

und wegen

af

For (¢ = 4a(a®-1) (3.41)




16

und v = (‘;Z) e K = —1<a< 1 ergibt sich daraus

| 8
VA (w) | < sup [4a(a® ~1)| = V3 = 15396... <2, (3.42)

~1<a<1

Dann gelangen wir mit (3.37) zu folgenden Abschétzungen:

Y1
0.8 < fU99y1) — fU9(yo) < / | V)| [e]-|cos<(...)|dv < |y —yol-su%\vf(qc)(v)\
v e

Yo

<(’zl—zo‘+265>-2<4’w1—w0’<0.4. (343)

Der entstandene Widerspruch kann nur beseitigt werden, wenn man die Annahme aufgibt, daf3 die partielle
Ableitung 909 /Qvy; entlang S fast iiberall eine Darstellung gemif (1.7) gestattet. Die Strecke S muf

daher Punkte vg enthalten, wo zwar f(9° zwar differenzierbar ist, jedoch kein Maf vy € S(2©) (vp) mit
f(qc)(vo) = fK f () dvp(v) und

(g0) s
L) = [ S dn) (3.44)
K

8111 1 8v1 1
existiert. m

Ob die Giiltigkeit der Darstellung (1.7) in allen Differenzierbarkeitspunkten von f(9¢) unter stérkeren Vor-

aussetzungen an JK gesichert werden kann, muf} offenbleiben.
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