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Image restoration und simultane Kantenerkennung mit Methoden

der optimalen Steuerung

Lucas Franek, Marzena Franek, Helmut Maurer und Marcus Wagner

1. Einleitung.

Die vorliegende Arbeit ist der numerischen Lésung von mehrdimensionalen Steuerungsproblemen der Gestalt

(P): F(z,u) = /Qf(s,x(s),u(s))ds — infl;  (z,u) € WiP(Q,R™) x LP(Q,R™™);

81’1
6751(5)
Jx(s) = 5 :

T

8751(8)

ueU={ueL’(QR") |u(s) K (V)s€Q}

(1.1)

8$1
@(t)
: = B(s)u(s) (V)se€Q; (1.2)
oxy,
O0sm (S)
(1.3)

gewidmet. Derartige Aufgaben, auch als Dieudonné-Rashevsky-Probleme bezeichnet, entstehen bei der Un-

tersuchung von Randwertaufgaben fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung, °V) bei geo-

2) 03)

metrischen Optimierungsaufgaben fiir konvexe Kérper,®? in der Elastizititstheorie (Torsionsprobleme)

und in der Populationsdynamik (Aufgaben mit Einbeziehung der Altersstruktur). %)

In jlingster Zeit hat sich
herausgestellt, dafl die Einbeziehung von Gradientenbeschriankungen auch in Aufgaben der mathematischen
Bildverarbeitung sinnvoll ist. %5

Obwohl Dieudonné-Rashevsky-Probleme weniger intensiv untersucht worden sind als vergleichbare Auf-

06) stehen doch seit den 90er Jahren notwendige Opti-

gaben mit partiellen DGl.en zweiter Ordnung fiir z,
malitidtsbedingungen und Dualitétssitze fiir konvexe Aufgaben mit linearen Zustandsgleichungen (Jz(s) —
u(s) = 0 bzw. Ja(s) — A(s) z(s) — B(s)u(s) = 0) zur Verfiigung.°”) Ein numerisches Losungsverfahren
wurde jedoch erstmals im Kontext der Anwendungsprobleme aus der Bildverarbeitung vorgeschlagen. %®)
Dabei handelt es sich um eine direkte Methode: die Aufgabe (P) wird diskretisiert und das entstehende
endlichdimensionale Optimierungsproblem mit Innere-Punkte-Verfahren numerisch gelost.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir zunéchst einen Konvergenzsatz flir das beschriebene Diskretisierungs-

verfahren beweisen (Kapitel 2). Dabei wird aus den Minimallésungen der diskretisierten Steuerungsprobleme

[ DACOROGNA/MARCELLINI 97], [ DACOROGNA/MARCELLINI 98] und [ DACOROGNA/MARCELLINI 99].

[ ANDREJEWA/KLOTZLER 84A ] und [ ANDREJEWA/KLOTZLER 84B], p. 149 f.

[FUNK 62], pp. 531 fI., [LUR'E 75], pp. 240 fI., [TING 69A], p. 531 f., [ TING 69B] und [ WAGNER 96], pp. 76 fI.
[ BROKATE 85], [ FEICHTINGER/ TRAGLER/VELIOV 03].

[WAGNER 06], pp. 108 ff., [ WAGNER 07].

Siehe etwa [ TROLTZSCH 05].

Die entsprechende Theorie wurde im wesentlichen durch KLOTZLER, PICKENHAIN und WAGNER ausgearbeitet. Siehe
die Literaturhinweise in [ WAGNER 07], pp. 2 und 5.

[BRUNE/MAURER/WAGNER 08], [FRANEK 07A], [FRANEK 07B]. Ein Vorldufer ist [ DEWEsS/HELBIG 95], wo
ein TransportfluBproblem als duale Aufgabe zu einem Dieudonné-Rashevsky-Problem (P) mit Mitteln der kombina-
torischen Optimierung numerisch gelost wurde.
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eine Minimalfolge { (Zx,un) } zuldssiger Losungen von (P) mit | F(Zn,un) — m | < C oy aufgebaut, wobei
m den Minimalwert von (P) und oy die Feinheit der Zerlegung von Q2 bezeichnet. Die Minimalfolge enthélt
eine Teilfolge, die beziiglich = gleichmiiflig und beziiglich u schwach (im Sinne des L”, 1 < p < 0o) konvergiert.
Anschlielend wenden wir das Verfahren auf eine Grundaufgabe der Bildverarbeitung an, das Problem der
Kantenerkennung innerhalb verrauschter Bilddaten (“image restoration with simultaneous edge detection”)
(Kapitel 3). Die Wahl dieser Aufgabe ist einerseits dadurch motiviert, dafi die Auswirkung von Gradien-
tenbeschrankungen in der mathematischen Bildverarbeitung bisher nicht untersucht worden ist und daher
prinzipielles Interesse beansprucht. Um das neu vorgeschlagene Verfahren mit bereits bestehenden verglei-
chen zu konnen, ist die Anwendung auf eine gut untersuchte Grundaufgabe wiinschenswert. Die Giite un-
serer numerischen Ergebnisse erreicht die der besten vorhandenen Variationsmethode (Kantenerkennung mit
Ambrosio-Tortorelli-Funktional) und kann sie sogar iibertreffen. Andererseits stellen wir mit der vorgelegten
Untersuchung eine Vorarbeit fiir Situationen bereit, in denen das image-restoration-Problem mit simultaner
Kantenerkennung als Teilaufgabe in ein umfassendes Verfahren eingebettet werden mufl. Gerade in diesem

Fall kann die Steuerungsformulierung erhebliche Vorteile bieten. %%)

Zur Notation.

Q C R™ sei AbschluB eines beschriinkten Lipschitzgebietes im strengen Sinne. Dann bezeichnet C* (9, R")
den Raum der r-Vektorfunktionen f: Q — R", deren Komponenten stetig (k = 0) bzw. k-mal stetig differen-
zierbar sind (k =1, ..., oo) und L”(Q, R") den Raum der r-Vektorfunktionen f: Q2 — R", deren Komponen-
ten iiber 2 in p-ter Potenz integrabel (1 < p < oo) bzw. mefbar und wesentlich beschrankt sind (p = o).
Wé’p (Q,R") bezeichnet den Sobolevraum aller r-Vektorfunktionen f: Q@ — R", deren Komponenten f;
kompakte Trager supp (f;) C © und verallgemeinerte partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen sowie
zusammen mit ihren verallgemeinerten Ableitungen zum L”(2, R) gehéren (1 < p < oo). SchlieBlich verste-
hen wir unter W(l)’oo(Q, RR") den Sobolevraum aller r-Vektorfunktionen f: 2 — R", deren Komponenten f;
Lipschitz-stetig sind und den Randwert Null annehmen. '?) Jz bezeichnet die Jacobimatrix der Vektorfunk-
tion x € Wé’p(Q, R"). Der Durchmesser der Menge € ist definiert als Diam (Q) = sup{ |2’ — 2" | | 2/, 2" €
Q}. |Q| bezeichnet das m-dimensionale Lebesguesche Maf von 2, wahrend die Abkiirzung “(V)t € A” als
“fiir fast alle t € A” bzw. “fiir alle ¢ € A mit Ausnahme einer Lebesgueschen Nullmenge” zu lesen ist.

Schliellich bezeichnet o kontextabhédngig den Nullvektor des zugrundegelegten Raumes.

2. Konvergenz eines Diskretisierungsverfahrens fiir (P).

a) Diskretisierung der Aufgabe (P).

Wir konkretisieren die Voraussetzungen iiber (P) folgendermaflen: Es sein > 1, m = 2 und 1 < p < oo.
Q C R? sei ein Rechteck mit Seitenlingen a, b € N, @ > b > 0. Der Integrand f(s,&,v): Q@ x R" x R™*? - R
sei beztiglich s meBbar und wesentlich beschrénkt sowie nach allen & und v;; stetig differenzierbar. B(s) sei
fiir alle s € Q die (n, n)-Einheitsmatrix, und K ¢ R™*? sei der Normkérper

n 2
K = {veR"? | > 2 |vij |9 < RT} (2.1)

i=1 j=1

Als Beispiel nennen wir das image-matching-Problem fiir Bilder, bei denen keine Korrespondenz der Grauwerte
besteht, so da§ ein Matching nur anhand der Kantenskizzen méglich ist. Siehe [ HABER/MODERSITZKI 07].

[EVANS/GARIEPY 92], p. 131, Theorem 5.



mit g e N, ¢ >
Losung (der Nullosung). Ist (z,u) ein zuldssiges Paar fiir (P), so folgt aus Jz(s) € K (V) s € Q sogar x €
WEP(Q,R™) N W™ (Q,R™), und z besitzt deshalb in jedem Falle einen Lipschitz-stetigen Représentanten.
Bezeichnet ¢, die Aquivalenzkonstante zwischen 2- und ¢g-Norm im R?,
der Komponenten z; jeweils C1 = R/c,.

Sei K = L = 2V, Wir zerlegen  in (K x L) Rechtecke Qj, ; mit Seitenlingen a/2" und b/2"¥ und anschlieBend
jedes Rechteck entlang der Hauptdiagonalen in zwei Dreiecke A} ; = A(sk 1110 Sk1_1:Sky) und AY, =

1. Aus den genannten Voraussetzungen ergibt sich unmittelbar die Existenz einer zuléssigen

so betragen die Lipschitzkonstanten

A(sk_1 1—1>Sk1>Sk_1 l). Damit ergibt sich eine regulire Triangulation 7y ! ) mit den Knoten s, und der
Feinheit on = v/ a2 + b2 /2V+1, Fiir die Innenwinkel 9 der Dreiecke gilt stets sin > sindg = b/v/ a2 + b2 >
0.2 Mit X' bezeichnen wir den Raum aller affin-linearen Funktionen, die an die Triangulation 7y angepafit

sind und auf 92 verschwinden. Damit entsteht folgendes Problem:

(P)x: F(z,u) /f (s,2(s),u(s)) ds — inf!; (z,u) € (Wé’p(ﬂ,]R") N Xév) x LP(Q,R™2); (2.2)
Jx(s) = u(s) (V)s e Q; (2.3)
u( —{UE]R"X2 ’ Z Z|v”|q R} (V)seq. (2.4)
i=1 j=1
Fiir jedes zuléssige Element (z,u) von (P)y gilt:
f(s,z(s),u(s))ds = f(s,z(s),u(s))ds + / f(s,z(s),u(s))ds (2.5)
Qe AL ol
1 (Spi— 1) T1(sp—1,0-1)  1(sk) — 21(Ska-1)
(a/2%) (b/2N)
= / f(57 z(s), : )
k.l T (Sk1—1) — xn(Sk—1,l—1) T (8k,1) — Tn(Sk,i-1)
(a/2N) (b/2N)
21 (ske) — @1(sk—10)  @1(Sk—1,4) — T1(Sp—1,1-1)
(a/2N) (b/2N)
[ (sl ; ; ) (26)
¥ Tn(Sk1) — Tn(Sk—11) Tn(Sk—11) — Tn(Sk—1,1-1)
(a/2V) (b/2N)
Setzen wir z;(sk,;) = 51(3, so erhalten wir als diskretisiertes Problem zu (P)y:
=/ (1 n 1,1 n,4 1 ab
Ohwe F(E, e, o, oy = 122
1 (1L,1) (1,2 1 , 1,4)
K L 5121,1—1 ”kl k.l ) 5531) I(cl Ul(c,l
DYDY ( (sk-10-1, : ; : )+ Flsens |1 ] : )) (2.7)
k=1 1=1 (n) (n 1) (n,2) (n) (n 3) (n,4)
k—1,—1 Vgl k,l k,l Ukl Ukl
il (6 s €0 o, o)) € RO  RIKL L (35
gl =62, =0, 1<i<n, 0<I<L (2.9)
Gb =& =0, 1<i<n, 0<k< (2.10)

) Im Sinne von [ GOERING/R00S/TOBISKA 93],

pp. 28 und 40, (Z1) —

(Z4), und p. 138, (Z5).

12) Also erfiillt die Folge { 7y } der Triangulationen die Zldmal-Bedingung, siche [ CIARLET 87], pp. 124 und 130.



5(13 (@) ka) _ @)

(4,1) _ Sk,l—1 k—1,1—1 (,2) N k-1 . 3
vk},l —W, ,Uk,l —W,lgign,lgkgK,lglgL, (211)
(4,3) 51(:%_ l(:)ll (,4) 1(:)11_51(;)11 1

2 — > . ) — ) M y .
vk:,l —W, Uk:,l —W,lﬁlin,lgkgK,lglgL, (212)
S ([l "+ [P ) < B 1<k< K, 1<I< L (2.13)
=1

S (1o [+ (o ") < RY 1<E<E, 1<I<E. (2.14)
i=1 ' '

Da die Steuervariablen nur stiickweise stetig sind, mufite die klassische zweidimensionale Newton-Cotes-
Kubaturformel '3 modifiziert werden.

b) Existenz globaler Minimallosungen fiir (P), (P)y und (D)y.

Satz 2.1. (Globale Minimalldsungen von (P) und (P)y) Wir betrachten die Aufgabe (P) unter den
Voraussetzungen von Abschnitt 2.a). Auflerdem sei der Integrand f(s,&,v) fir fast alle s € Q und alle § € R"
als Funktion von v konvexr und erfille eine Wachstumsbedingung der Gestalt

| f(s,&0) [ < pils) + @2(l€], [v]) ()s€Q V(&v) €R" xK (2.15)

mit o1 € L'(Q,R), ¢1(s) 2 0 (V) s € Q, und 2 € C'R" x K, R), 2([€], [v]) = 0V (§v) € R” xK,
wobei po eine monoton wachsende Funktion sowohl in | €| als auch in |v | ist.
1) Dann besitzt (P) eine globale Minimallésung (2,1).

2) Jede der Aufgaben (P)n, N € IN, besitzt eine globale Minimallosung (Zn,UN).

Beweis: 2) Die Argumente aus [PICKENHAIN/WAGNER 00], pp. 222 — 224, und [DACOROGNA 08],
p. 378, Theorem 8.8., bleiben durch die Einschréinkung des zuldssigen Bereiches auf (Wé’p(Q, R™) N XY ) X
LP(Q,R™*?) unberiihrt. m

Satz 2.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1. besitzt jede der Aufgaben (D)y, N € IN, eine globale

Minimallésung (fé’lg, o Ag?’)D ﬁg’ll’l), o @ﬁ?”é) ).

Beweis: Der zulissige Bereich von (D)y ist nichtleer, konvex und kompakt, da sich aus den Gleichungen
flir v,(;’lj ) und der Belegung der Randknoten mit 5,(;)0 = fl(j)L = fézl) = 5&?1 = 0 auch die Beschranktheit der

Variablen & ,(;3 ergibt. Die Zielfunktion F ist in sémtlichen Variablen stetig, also nimmt sie auf dem zul&ssigen

Bereich ihr Minimum an. m

¢) Konvergenz des Diskretisierungsverfahrens.

Satz 2.3. (Konvergenzsatz fiir das Diskretisierungsverfahren zur Losung von (P)) Wir betrachten
die Aufgaben (P), (P)y und (D)n unter den Voraussetzungen von Satz 2.1. Zusdtzlich sei 1 < p < oo, und
es gelte sowohl 4Cy oy /sindg < 1 als auch 8nCy (1 + C1)7 oy /sindy < 1 mit C; = R/cy.

1) (Beziehungen zwischen (P) und (P)y) Sei N € IN. Fir alle globalen Minimallésungen (&,4) von (P)
und (Zn, ) von (P)y besteht die Relation

F(i‘,ﬂ) < F(:f?N,ﬁN) § F(:f,ﬁ) + 02 ON (216)

13) Vergleiche [ MAESS 88], p. 238 f.
1) [ BRUNE/MAURER/WAGNER 08], p. 5, Satz 3.1.
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mit einer von N € N unabhingigen Konstante Cy > 0. Auflerdem besitzt jede Folge { (Zn,Un) } von globalen
Minimalstellen von (P)y eine Teilfolge { (En,ans)} mit

| &n — & HCO(Q,M — 0 und (dn — @) = o prx2) (2.17)
wobei (Z,1) eine globale Minimalstelle von (P) ist, und fir die gesamte Folge gilt

| F(&n,an) — F(2,a)

—0. (2.18)

2) (Beziehungen zwischen (P) und (D)y) Sei N € IN. Fir alle zuldssigen Lésungen (x,u) von (P)n
und alle Indizes 1 < k < K, 1 <1< L mdgen die Bedingungen

| f(s,3(s),u(s)) = f(sk—14-1,2(s),u(s)) | < Cs3-on (V)s€ A}, wund (2.19)

| £(s.2(5), u(s)) — F(siar(s),ul(s)) | < Cs-on (V)s € A, (2.20)

gelten. Weiter sei (é, 0) eine globale Minimallosung von (D)y, der wir die zuldssige Lisung (Ty,un) von
(P)n gemafs

Enilsea) = €0, 1<i<n, 0<k<K,0<I<L (2.21)
zuordnen. Dann besteht fir alle globalen Minimallosungen (&,4) von (P) die Relation

F(i‘, ) < F(%N,INLN) < F(i‘,ﬁ) + Ciopn (2.22)

>

mit einer von N € IN unabhdngigen Konstante Cy > 0. Auferdem besitzt die Folge { (Tn,un) } eine Teilfolge

{(@Nr,unr)} mit
|| %N/ — jf HCO(Q,]R,") — 0 und (ﬂN/ — ’l)) — ULP(QJRHXZ) 5 (223)
wobei (Z,4) eine globale Minimalstelle von (P) ist, und fiir die gesamte Folge gilt

| F(Zn,un) — F(&,1)

— 0. (2.24)

Anmerkungen: 1. Die zusitzliche Voraussetzung in Teil 2) wird benétigt, da der Integrand f von s nur

mefibar und wesentlich beschréankt abhéngt.

2. Ist die globale Minimalstelle von (P) eindeutig bestimmt, so bestehen die Relationen (2.17) und (2.23)
jeweils fir die gesamten Folgen { (in,dn)} bzw. {(Zn,un)}, weil dann wegen (2.18) bzw. (2.24) alle

schwach konvergenten Teilfolgen dasselbe Grenzelement besitzen. %)

Beweis: Der Beweis des Satzes wird in sieben Schritten erbracht.

e Schritt 1: C*-Approzimation einer globalen Minimallosung von (P). Nach Satz 2.1. besitzt (P) eine
globale Minimallésung (Z,4) € W(l)’oo(Q,IR”) x L%(Q,R™?). Wir zichen folgenden Approximationssatz

heran:

[ GAJEWSKI/GROGER/ZACHARIAS 74], p. 10, Lemma 5.4.
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Satz 2.4.10) Sei Q C R™ Abschlufi eines beschrinkten Lipschitzgebietes, K C R™™ eine konvexe, kompakte
Menge mit o € int (K) und & € W(l)’oo(Q7 R") eine Funktion mit J&(s) € K fir fast alle s € Q. Dann kann &

durch eine Folge von Funktionen 2 € Cy (L R™) approzimiert werden, welche die folgenden Eigenschaften

aufweisen:

- N _ 4 —
1) 1\}E>noo |2 _xHCO(Q,]R") =0, (2.25)
2) J\}Enoo H JN — Ji HLl(Q,]RW) =0, (2.26)
3) JzN(s) € K fiir alle s € . (2.27)

Daher kénnen wir zu & eine Funktion z € C¢°(Q, R"*?) mit
|2—2 HCO(Q,]R") + | Jz - Ja HLl(Q,JR"XZ) S oN (2.28)

und Jz(s) € K fir alle s € Q wihlen. Die Lipschitzkonstante der Komponenten von z betrigt ebenfalls
Cy = R/c4, und fiir £ und z folgt aus der Nullrandbedingung

C
’CO(Q]R) < C; -Diam () = ?1\/ a?+ b2 und HZiHCO(Q]R) < Cp-Diam (), 1 <i<n. (2.29)

Ts

e Schritt 2: Stickweise affin-lineare Approximation von z. Wir approximieren z durch jene stetige, affin-

lineare Funktion y € XV, die in allen Knoten der Triangulation 7y mit z iibereinstimmt. Zunichst folgt

| i HCO(Q,]R) < |z HCO(QJR) < Ci-Diam (Q), 1<i < n. (2.30)

Weiterhin gelten folgende Ungleichungen:

Lemma 2.5.'7) Gegeben sei eine Funktion z € CSO(Q,R"“), so daf$ die Lipschitzkonstante der Kompo-

nenten jeweils C1 > 0 betrdgt. Dann bestehen fiir 1 < i < n die Abschdatzungen

‘ 32
zi(s)—yi(s)‘ <o mit G5 =64 o (2.31)
0z; 0yi . 4
_ < . . = . .
7, S 7s; (5)‘ < C1-Cg-on mit Cs 0oy (2.32)

Aus Lemma 2.5. folgt, daB fiir alle hinreichend grofien N € IN jedes Paar ((1 — D)y, (1— D) Jy) mit
0 < D:2nC’1(1+C'1)q_1C’60N <1 (233)
in (P)y zuléssig ist. Dazu vergrofiern wir N so weit, daff auch

Cl'CG'UN < 1 (234)

[WAGNER 99], p. 2, Satz 1.5., mit S(s) = K, I' = 9Q und ¢ = o.
[WAGNER 03], p. 41, Lemma 0.1. und 0.2., verindert nach [ EKELAND/TEMAM 99], p. 309, Proposition 2.1.



erfiillt ist. Dann folgt:

8% q 627 8% 321 q
ZJIr < _
0s; &) < ( ’ 0s; () ‘ + 0s; () 0s; () ‘ )
0z a a1 /q 0z ko Oy; 0z q—k
_ . . _ 2.
0z; q Oy; 0z; =l /q 0z ki
< — . . .19 )
S 135, 9s; ") ™ Bs; )] b3 <k) ds, @] (2.36)
0z g dyi 0z < (q k 1a—k
< - : L.k 2.
oo +gee- gl £ (1) @9
azi q _1
‘ 85'(8) ‘ +C(1+C)" Ceoy = (2.38)
J
n 2 8,%‘ q g -1
‘a ‘(s)’ <SR 4200 (140 Cooy = (2.39)
i=1 j=11 0Sj
n 2 ayl q 1
1-D) % 3|3 (s)’ < (1—D)R? + 2nCy (1+ 0T Cyon . (2.40)
i=1 j=1108j
Aus der Forderung
(1-D)R?* +2nCy (1+C1)" ' Cson < RY (2.41)
ergibt sich
D =2nC; (1+Cl)q_1 Cson (2.42)
sowie
zi(s)f(lfD)yi(s)‘ <C-Cs-on +D- yi(s)’

< (0105 + 2nCy (1+Cl)q7106-ClDiam(Q)) oy = Cron; (243)

y;

9z (s)‘éCI'CG'UN—FD‘@sj(S)‘

8Sj

y;
(983‘

(s) = (1-D)

< (0106+2n01(1+01)q_106~R)'0'N:CSO'N. (244)

Nun setzen wir g = (1 — D)y und w = (1 — D) Jy.

e Schritt 3: Abschdatzung der Zielfunktionalswerte. Aus der stetigen Differenzierbarkeit des Integranden
f(s,&, v) nach & und v;; ergibt sich mit (2.29):

|f(s,§',v) - f(sv I/,U)| < ( Max |V5f(8,£,’0)’) '|§/_£//’
(s,8:v)

€O xAxK
=0y |&—¢"| (VseQVE " cAVveK; (245)

|f(s,§,v’)—f(s,§,v”)| < ( Max |va(57£,@)|)'|v/_v”|

(s,&v)eQXAXK
=Ci- [V =" (V)seQVECA VUV v €K, (246)

wobei A C R" die Kugel mit Mittelpunkt o und Radius C; -Diam (Q) und V,, f(s, &, v) den Vektor bezeichnet,



der aus den Spalten der Jacobimatrix mit den Eintrégen 0f(s,{, v)/0v;; gebildet wird. Hiermit folgt:

F(#,4) < F(én,an) < F(,®) < F(2,0) + | F(z,J2) - F(2,4)

+ | F(y,w) — F(z,Jz) | (2.47)

< F(d,a) + /Q(|f(s,z(s),Jz(s)) — [s.(s), =) | + | f(5,(5), () = S (s, 8(5), () | ) ds

< F(#,4) + /Q(cg|z(s) —i(s) | + Cuo | J2(s) — it(s) |)d3
+ /Q(cg |5(s) — 2(s) | + Cuo | W(s) — J2(s) |)ds (2.49)

< F(a,a) + (121G v + CiovV2n + |2 CrCo Vi + Q] Cs Cro Van ) <o (2.50)

Dabei wurden zur Abschitzung des ersten und zweiten Summanden (2.28), zur Abschétzung des dritten und
vierten Summanden (2.43) bzw. (2.44) benutzt.

e Schritt 4: Untersuchung der Folge { (Zn,an) } . Wir wéhlen zu jedem N € N eine globale Minimalstelle
(Zn,tn) vou (P)y. Alle (Zn, ) sind auch in (P) zuléssig, und nach Schritt 3 bildet { (Zn,4n) }, W(l)’p(Q,
R") x LP(Q,R™*?) eine Minimalfolge fiir (P). Wegen (1.3) und (2.29) ist der zulissige Bereich von (P)
beschrénkt. Daher besitzt { (Zn,%n)} eine schwach konvergente Teilfolge mit einem Grenzelement (&, %),
dessen Zulédssigkeit in (P) sich analog zu [WAGNER 96], p. 60, Lemma 4.2-10, ergibt. Wegen &y €
W(l)"p (Q,R™) N W(l)’oo(Q,R") darf die Folge insbesondere fiir p > 2 untersucht werden. Dann folgt aus
dem Einbettungssatz von Rellich-Kondrachev '® die Existenz einer beziiglich = gleichméflig konvergenten

Teilfolge. Damit ist Teil 1) vollstandig bewiesen.

e Schritt 5: Relationen zwischen zuldssigen Losungen von (P)y und (D)y. Wir beginnen den Beweis von
Teil 2) mit folgendem

Lemma 2.6. Wir betrachten die Probleme (P)n und (D)n unter den Voraussetzungen von Satz 2.1. Wenn

fiir alle zuldssigen Léosungen (x,u) von (P)n und alle Indizes 1 < k < K, 1 <1 < L die Bedingungen

| f(s,2(5),u(s)) = f(sk—1,1-1,2(s),u(s)) | < Cs-on (V)s€ AL, wund (2.51)
| f(s,2(s),u(s)) = flsup(s),u(s)) | < Cs-on (V) s € A}, (2.52)
gelten, so existiert zu jeder zuldssigen Losung (z,u) von (P)n eine zuldssige Lisung (5(())187 s %L)L, v&l),

e v%’é)) von (D)n mit

- 1 n 1,1 n,4
|F(:L‘,u) - F(&g)g, s 5()L7 U§,1 )7 s ’UE{’L)) | < Cq-on, (2.53)
ot ; oo 5 (1) (n)  (L1) (n,4) ; Sear
und umgekehrt existiert zu jeder zulissigen Losung (&, ... KL Vid s s UKL ) von (D) y eine zuldssige

Lésung (xz,u) von (P)n mit

|ﬁ( (()713)3 teey §?7)La Uill’l)a AR 1);?721)) 7F($,’UJ)| < Cll *ON - (254)

18) [ ApAMS/FOURNIER 07], p. 168, Theorem 6.3.



Beweis: Sei (z,u) eine zuléssige Losung von (P)y. Das Zielfunktional besitzt die Darstellung

K
Fau) = 5 5 ([ flsals)uls)ds + [ fls,a(s)u(s))ds) . (2.55)
k=11=1 \JA; Ay,
Setzen wir
gl(cf}:xz(skl,1<z<n,0<k’<K70<l<L, (2.56)
(,1) xi(sk,l—l) - xi(sk—l,l—l) 52 xi(sk,l) - xi(sk,l—l)
Vg (/2" HCPVRES /2" , I1<i<n, 1<k<K, 1<I<L;
(4,3) mi(sk,l) - mi(sk—l,l) ) (i,4) ffi(sk—l,l - xi(sk—l,l—l)
U = (a/2V) ; v = /2Y) , I1<i<n, 1<k<K, 1<ILL,
so bildet ( (1) () LD v("’4)) eine zuldssige Losung von (D)y, und die Differenz der Ziel-
0,00 *=*» SK,L> Y1,1 » = VKL g g Ny

funktionalswerte kann wie folgt abgeschéatzt werden:

~/ (1 1,1 4
’F(x,u) — F( (()3, s %L)L, U£,1 ), s UEQL)) ’
1,1 1,2 1,1 1,2
K L Ul(c,z ) Ul(c,z ) Ul(c,z ) Ul(c,l )
< Z Z (/ f(57 33(8), ) - f(skfl,l*b $(8)7 ) ‘ds
k=1 I=1 . n,1 n,2 n,1l n,2
M vl(c,l ) Ul(c,z ) vl(c,l ) ”l(c,z )
1,1 1,2 1 1,1 1,2
z1(s) Ul(c,z ) ”l(c,z ) ]E:—)l,l—l Ul(c,l ) vl(f,l )
+ / f(8k71,zf17 : ) : : ) - f(5k71,171, : ) : : ) ’ds
. n,l n,2 n n,1l n,2
" n(s) ”l(c,z ) Ul(c,l ) l(c—)l,l—l Ul(c,l ) Ul(c,l :
1,3 1,4 1,3 1,4
Ul(c,l ) Ul(c,l ) Ul(c,l ) Ul(c,l )
+ / f(57 J?(S), ) - f(sk’J: QZ(S), ) ‘ds
" n,3 n,4) n,3 n,4
" vl(c,l ) Ul(c,l vl(c,l ) Ul(c,l )
1,3 1,4 1 1,3 (1,4
r1(s) Ul(c,l ) Ul(c,l ) I(cl) Ul(c,l ) Uk,1 )
+ /// f(sk,h ’ ) - f(sk,l7 ) ) ’dS) (257)
kil ZTn(8) U}(Jflﬁ) ”1(;,1174) I(Cnl) U’(;’wl’?») U’(:lA)
1
K L 1‘1(5) - I(cf)l,lfl
<3 3 (18] Csron + Ay Co-| ; |
k=1 Il=1 T (S) _ 5(”)
n k—1,1—1
v1(s) — &)
+’A;cll|'c3'0'N+’Agl"CQ" D (2.58)
zn(s) — &7
< (l9]-¢s + Q|- Co-Cr-vn-2)-ox = Crion. (2.59)

Umgekehrt kann aus einer zuléssigen Lésung ( (()’18, s ﬁg)L, vﬁil), s vﬁ?’é)) von (D)y unmittelbar eine
zuléssige Losung (z,u) von (P)x gemaB x;(sk) = 5,(6?, 1<i<n, 0<k<K,0<I <L, aufgebaut werden.

Die Abschétzung fiir die Differenz der Zielfunktionalswerte bleibt dieselbe. m

e Schritt 6: Erneute Abschdtzung der Zielfunktionalswerte. Nun betrachten wir eine globale Minimallosung
( A(%, . AI(IQ)L, {;81’1), e @gf)) von (D) und die zugehérige zulédssige Losung (Z v, un) von (P)y geméf

TN, (sK1) = él(jg und Uy ;;(s) = 0Zn,i(s)/0s;. Weiter sei (&,u) eine globale Minimalstelle von (P) und



19)
20)
21)

22)

23)
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(Zn,GpN) eine globale Minimalstelle von (P)y. (§,v) sei die zuldssige Losung von (D), die analog zu (2.56)
mit 51(;3 = &n,i(sy,) gebildet wird. Dann gilt nach Teil 1) und Lemma 2.6.:

F(#,1) < F(iy,in) < F@En,in) < F(€,9) + Criony < F(6,0) + Crioy

e Schritt 7: Untersuchung der Folge { (Z,,un) }. Alle Paare (Zx,uy) sind in (P) zuléssig, und aus (2.60)
folgt, dal auch { (Zn,un) }, I/V(l)’p(Q7 R™) x LP(Q, R™*?) eine Minimalfolge fiir (P) bildet. Die Existenz einer
Teilfolge mit den geforderten Eigenschaften ergibt sich wie in Schritt 4. Damit ist auch Teil 2) des Satzes

bewiesen. m

3. Anwendung auf das image-restoration-Problem.

a) Das image-restoration-Problem.

Im gesamten Kapitel beschreiben wir Graustufenbilder durch mindestens mefibare Funktionen x mit recht-
eckigem Definitionsbereich Q € R? und Werten 0 < z(s) < 1 (V) s € Q. Die Aufzeichnung eines Graustufen-
bildes x: Q — [0, 1] kann im einfachsten Fall durch eine Gleichung

I(t) =S(x(s)) + N(s) (3.1)

modelliert werden, worin der Operator S die systematischen Fehler bei der Aufzeichnung beschreibt, wihrend
die zufilligen Fehler in einem Rauschterm N (s) zusammengefat werden.®) Bei der formalen Losung der
Gleichung (3.1),

w(s) = S7H(I(s)) = STHN(s)), (3-2)

entsteht jedoch ein inkorrekt gestelltes Problem. Ausgehend vom “scale-space”-Konzept, bei dem die gestor-
ten Bilddaten I(s) mit Hilfe eines Diffusionsprozesses gegléttet werden, 29 wurden zur Losung des image-
restoration-Problems seit den 90er Jahren Variationsmethoden vorgeschlagen. Diese beruhen auf der Mini-
mierung des Defekts S(a(s)) — I(s) zusammen mit einem Regularisierungsterm, in den die ersten ver-
allgemeinerten Ableitungen von x eingehen. Wahrend in den Diffusionsverfahren = € c? (2, R) vorausge-
setzt werden muBte, formuliert man die Variationsprobleme in Sobolevraumen W'”(Q,R) bzw. im Raum
BV(,R) 21) der Funktionen beschrinkter Totalvariation.??) Die urspriinglichen Bilder x gehéren jedoch
im allgemeinen auch nicht zu BV (€, R), dem umfassendsten der verwendeten Riume.??) Insofern beinhal-
ten alle bisher vorgeschlagenen Methoden einen Kompromif}: anstelle des urspriinglichen Bildes x wird eine

Reprisentation aufgesucht, die zusétzlich ein vorgeschriebenes Mafl an Gléatte aufweist (“image smoothing”).

Siehe [ AUBERT/KORNPROBST 06], pp. 68 ff., und [ CHAMBOLLE 00], pp. 7 ff.
[ AUBERT /KORNPROBST 06 ], pp. 94 ff., [ WEICKERT 96], pp. 2 — 18.
Siehe [EVANS/GARIEPY 92], pp. 166 ff.

Fir die Behandlung von image-restoration-Problemen im Raum BV (2, R) verweisen wir beispielsweise auf [ AUJOL/
AUBERT/BLANC-FERAUD/CHAMBOLLE 05], [ CHAMBOLLE 00], [ CHAMBOLLE/L1ONS 97], [HINTERBERGER/HIN-
TERMULLER/KUNISCH/OEHSEN/SCHERZER 03], [ OSHER/BURGER/GOLDFARB/XU/YIN 05] und die grundlegende
Arbeit [ RUDIN/OSHER/FATEMI 92].

Diese Schluifolgerung wird durch [ GOUsSEAU/MOREL 01 ] nahegelegt.
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Im folgenden setzen wir S(x(s)) = z(s) voraus und formulieren das entsprechende Variationsproblem im
Sobolevraum W} ”(Q, R):

V)V F(z) = /Q(x<s> ~1(s))" ds + u-/Qf(Ww(smds — infl; 2 € Wy"(QR) (3.3)

mit 1 < p<oo, I €LZ(QR),0<1I(s) <1 (V)s € Q, einem Regularisierungsparameter 1 > 0 und einem
Integranden f € C’Q(IR, R), der den passenden Wachstumsbedingungen geniigt.
Ein wesentliches Ziel bei der Wiederherstellung bzw. Glattung von Bildern besteht darin, “scharfe Kanten”

so weit wie moglich zu erhalten.?®) Hierfiir empfiehlt sich ein anisotroper Regularisierungsterm der Gestalt

/Q\/ [Va(s)|? +n? ds, (3.4)

der fiir hinreichend kleines 77 > 0 als Approximation fiir die L'- bzw. Totalvariationsnorm von Vz verstanden
werden kann, dabei aber deren Nachteile vermeidet (der Integrand von (3.4) ist im Nullpunkt differenzierbar,

reduziertes “staircasing”).

b) Kantenerkennung in verrauschten Bilddaten.

Eine simultane Kantenerkennung im image-restoration-Problem kann zunéchst dadurch ausgefiihrt werden,
daB man das Zielfunktional in (V)(!) durch ein sog. Ambrosio-Tortorelli-Funktional ersetzt. Dabei wird
zusétzlich zum wiederhergestellten Bild eine Funktion k als “Kantenskizze” aufgesucht, wobei k(s) = 0

oder k(s) ~ 1, je nachdem der Punkt s € © zu einer Kante in x gehort oder nicht. Es entsteht folgendes

Variationsproblem:
V)@ Fla,k) = 01(5)-/Q(x(s) ~I(s))%ds + CQ(s)./Q\vx(s) 17 (k(s)? + cale) ) ds (3.5)
+C3(5)~/Q<5~‘Vk(s)‘2+4i€~(k(s)—1)2>ds—>inf!; (z,k) € WP(Q,R) x WH(Q,R)

mit [ wie oben, ¢ > 0 und Gewichten ¢;(¢) > 0, 1 < i < 4. 25) Der erste Term im Zielfunktional ist
der Kklassische Defektminimierungsterm. Der zweite Term ersetzt den Regularisierungsterm in (V)(l) und
koppelt x und k derart, da in Punkten s €  mit betragsgroBem Vx(s) der Wert k(s) =~ 0 bevorzugt
wird. Im dritten Summanden bewirkt der erste Term eine quadratische Regularisierung von k, wahrend
der zweite erzwingt, dafl bis auf eine Menge kleinen Mafles k(s) =~ 1 gilt. Die Interpretation von k als
Kantenskizze wird gerechtfertigt, indem man die I'~-Konvergenz der Lésungen von (V)(z) gegen die Losung
eines Variationsproblems mit einem Mumford-Shah-Funktional nachweist. 26)

Die zweite Moglichkeit zur Kantenerkennung im image-restoration-Problem besteht darin, zum Variations-
problem (V) eine konvexe Restriktion fiir V& hinzuzufiigen, womit (V)(!) in ein mehrdimensionales Steue-

rungsproblem vom Dieudonné-Rashevsky-Typ iibergeht. Unter Einbeziehung des Regularisierungsterms (3.4)

Hier tritt erneut der Kompromificharakter der Verfahren innerhalb von Sobolevrdumen hervor: “The theory seems
to adopt again what it tried to avoid.” ([ CATTE/LioNS/MOREL/COLL 92], p. 183).

Dieses Funktional wurde in [ AMBROSIO/TORTORELLI 92], p. 111, bzw. [ BELLETTINI/CoOScCIA 94], p. 205, (2.1), als
Approximation fiir das Mumford-Shah-Funktional vorgeschlagen. Siehe auch [ AUBERT/KORNPROBST 06], pp. 166 —
173.

[ BELLETTINI/CoOscCIA 94], p. 205 f., Theorem 2.1., fiir p = 2.



12

lautet die Aufgabe folgendermafien:

P)Y: F(z,u) = / (z(s) — I(s))2d5 + u / \/ul(s)2 +uz(s)? +n? ds — inf!; (3.6)
Q Q
(z,u) € WiP(Q,R) x LP(Q,R?); (3.7)
_ (wls) :

Va(s) = <u2(5)) (V) s € Q; (3.8)

ueU = {ue L’ (R | |ui(s)|? + |uz(s)|? < R? (V)s€Q}. (3.9)
Darinist 1 < p < o0, 1 <g<oo, p>0,n7>0,R>0und I wie oben. Der Kantendetektor k wird
unmittelbar aus den Steuervariablen u; und uy aufgebaut, beispielsweise 27)

1
ks) = 1- = (|u1(s)y" + yug(s)\q). (3.10)

Damit werden diejenigen Teilmengen von €2 als “Kanten” interpretiert, auf denen die Steuerbeschrankung
nahezu aktiv wird.
Die Voraussetzungen von Satz 2.1. treffen auf (P)™) zu: Wegen 0 < I(s) < 1 fiir alle s € Q folgt

F(s.60) = (6-1(9))" + pyJv? + 3 +02 = [ f(s.60)] < E+2[€] + py/[v2+n2, (3.11)

also ist die Wachstumsbedingung mit ¢1(s) =0 und @o( ||, |v|) = [€2 +2[&] +u+/|v]? +n? erfiillt.

¢) Numerische Losung des diskretisierten Steuerungsproblems.

In der vorliegenden Arbeit schlagen wir den zweiten Weg ein und 16sen das image-restoration-Problem mit

simultaner Kantenerkennung als mehrdimensionales Steuerungsproblem (P)(l) mit Hilfe der in Kapitel 2

begriindeten Diskretisierungsmethode. Wir wihlen @ = b = 128 und N = 7 und zerlegen Q = [0, 128]?

in (K x L) Pixel Qg,; mit Kantenldnge 1 und norddstlichem Knotenpunkt sy ;. Die Feinheit der Zerlegung

betrigt dann oy = v/2/2. Die verrauschten Bilddaten I(s) sind bereits als pixelweise konstante Funktion

gegeben Deshalb sind die Voraussetzungen (2.19) — (2.20) in Satz 2.3., 3) mit C3 = 0 erfiillt, und wir kénnen
()| Quy = I(sk4), 1 <k < K,1<1< L, benutzen. Als diskretisiertes Problem entsteht

1 ~ .1 1 1,1 1,4 1 ab K 1 2 2
(D)gv): F( %1)7 ) ;()L? U§1 )7 g{L)) = kZI lzl(( I(c—)l,l—l _I(Sk,l)) + (Sl(cl) _I(Sk,z))
+u\/ o) () 2 4 u\/ oY)’ v,§114))2+772) — inf!;  (3.12)
( (()’137 o §(1,)L7 v&,l)’ - vg:?) € REFDEIFD) o RAKL. (3.13)
= =0, 0<I<L; (3.14)
G =60 =0, 0<k<K; (3.15)
(1,1) fl(cll) 1 I(cl)ll 1 (1,2) (1) gkl 1
b o 2kizl koLl 2) = 2kl CRIZL ) k<K, 1<I<L; 3.16
Uk,l (a/2N) ) Uk,l (b/QN) ) ( )
(1,3) I(cll) B lgrl)ll (1,4) I(cl)l 1 I(cl)ll 1
= = = - 1<k<K, 1<I<L; 3.17
vk,l (a/2N) ’ vk,l (b/QN) ’ ( )
ol 1+ o? T < R, 1<R< K, 1<I< L (3.18)
’ 1,3) |4 4) |49 q
vkl ‘ +’kl ‘ R, 1Sk K, 1<I<L. (3:.19)

2D Vergleiche [ FRANEK 07A], p. 65.
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Als Diskretisierung des Kantendetektors erhalten wir
1
k(sgq) = 1— Jorl Max ( | v,(;l’l) 74 |v,(;l’2) |q, |'U/(£i3) |q + |'U/(£i4) |q) . (3.20)

Die bei der Auswertung der notwendigen Optimalitdtsbedingungen (Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen)
entstehenden groffen nichtlinearen Gleichungssysteme kénnen mit Innere-Punkte-Verfahren sehr genau und
effizient gelost werden. Dabei haben wir als Ein- und Ausgabeplattform MATLAB benutzt. Das diskretisierte
Problem wurde mit Hilfe der Modellierungssprache AMPL formuliert ?®) und aus MATLAB heraus an den
Innere-Punkte-Solver IPOPT 2) iibergeben. Die Ergebnisse wurden mit Hilfe von MATLAB prisentiert,
bewertet und archiviert.

d) Bilddaten und Bewertungskriterien.

Wir benutzen einen Ausschnitt des bekannten Lena-Testbilds, ?) der kiinstlich mit weiBem Rauschen gestort
wurde 3! (Abb. 3.1. - 3.2.). Dabeiist K = L = 128. Als Giitekriterium fiir die Bildwiederherstellung benutzen
wir den SNR-Indikator

-
= M=

(o~ ilou) ) = o JRECEECIN™

L 2
> (2(swm))
=1

SNR(#,z) = —1010g10( (3.21)

k=1

Allgemein anerkannte Kriterien fiir die Bewertung der Kantenbilder sind dagegen in der Literatur bisher
nicht vorhanden. Wir beziehen uns daher auf eine Kantenskizze I%, die mit Hilfe des Ambrosio-Tortorelli-
Funktionals (3.5) aus den ungestorten Bilddaten gewonnen wurde (Abb. 3.3.) und benutzen das folgende
Fehlermafl IEE (“intensity edge error”):

1 XK 2 1

IEB(.0) = 37 & é (ko) = hlou))* ~ g /Q (k(s) — (s) ) ds. (3.22)

Ausschnitt aus dem Lena-Testbild:
ungestort (links) bzw. verrauscht
mit SNR(&,z) = 12.4569 (rechts)

Abb. 3.1. Abb. 3.2.

AMPL ist eine kommerzielle mathematische Modellierungssprache, die es mit einer leicht verstdndlichen Syntax
ermoglicht, ein Optimierungsproblem zu formulieren, einem Solver zu iibergeben und dessen Ausgabe weiterzuverar-
beiten. Siehe [ FOURER/GAY/KERNIGHAN 02].

[LAIRD/WACHTER 07], [ WACHTER/BIEGLER 06 ] .

Elektronisch zugénglich unter http://www.am.uni-duesseldorf.de/~witsch/html/lehre/bild-06/lena_gray.tif (letzter
Zugriff: 14.07.2008).

Mit Standardabweichung Null und Varianz o = 0.01.
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Variationsproblem (V) mit Ambrosio-
Tortorelli-Funktional: Kantenskizze k&

zum ungestorten Lena-Testbild

p=2,e=0.5, 61(6) = 1275, 02(5) = 10,
Cc3 5) = 0.5, 04(5) =0

Abb. 3.3.

e) Numerische Resultate.

Um das vorgeschlagene Diskretisierungsverfahren mit einer bestehenden Methode vergleichen zu konnen,
wurde zunéchst das Variationsproblem (V)(?) behandelt. 32) Mit den Parametern p = 2 und ¢ = 0.5 entstehen
die in Abb. 3.4. — 3.5. dargestellten Ergebnisse.

Variationsproblem (V) mit Ambrosio-
Tortorelli-Funktional: gegléattetes Bild
(links) und Kantenskizze (rechts) zum
verrauschten Lena-Testbild

p=2,e=0.5, c1(e) =3, ca(e) = 30,
c3(e) =12, cu(e) =0

SNR =16.1037, IEE = 18.7680

Abb. 3.4. Abb. 3.5.

Bei der numerischen Losung des mehrdimensionalen Steuerungsproblems (P)() setzen wir p = ¢ = 2, u = 0.5,
n = 0.01 und variieren R. Die Kantenskizzen wurden mit Hilfe des diskretisierten Kantendetektors (3.20)
erzeugt. Abb. 3.6. — 3.13. zeigen die Ergebnisse fiir das ungestorte Lena-Testbild aus Abb. 3.1.; die zweite
Serie (Abb. 3.14. — 3.21.) wurde mit den verrauschten Bilddaten aus Abb. 3.2. berechnet.

2 Im AnschluB an [ BoURDIN 99] wurde (V) ebenfalls durch Anwendung einer direkten Methode gelost.
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Abb. 3.12.

™ f
/
Abb. 3.7.
.
N
Abb. 3.9.

"{I

/2

Abb. 3.11.

N

=

Abb. 3.13.

Steuerungsproblem (P)*) mit robustem
TV-Regularisierungsterm: ungestortes
Lena-Testbild

R =0.25
SNR =16.3235, IEE = 28.7146

Steuerungsproblem (P)*) mit robustem
TV-Regularisierungsterm: ungestortes
Lena-Testbild

R =0.125
SNR =16.2890, [EE = 24.9645

Steuerungsproblem (P)(*) mit robustem
TV-Regularisierungsterm: ungestortes
Lena-Testbild

R =0.0625
SNR =15.7875, IEE = 21.9830

Steuerungsproblem (P)(*) mit robustem
TV-Regularisierungsterm: ungestortes
Lena-Testbild

R =0.03125
SNR =14.4561, IEE = 34.6860



16

Steuerungsproblem (P)*) mit robustem
TV-Regularisierungsterm: verrauschtes
Lena-Testbild

R =0.25
SNR =16.7465, IEE = 29.0117

Steuerungsproblem (P)*) mit robustem
TV-Regularisierungsterm: verrauschtes
Lena-Testbild

R =0.125
SNR =16.6978, IEE = 25.2298

Steuerungsproblem (P)(*) mit robustem
TV-Regularisierungsterm: verrauschtes
Lena-Testbild

R =0.0625
SNR =16.1393, IEE = 22.8745

Steuerungsproblem (P)(*) mit robustem
TV-Regularisierungsterm: verrauschtes
Lena-Testbild

R =0.03125
SNR =14.6684, IEE = 35.0349



17

f) Diskussion der Ergebnisse.

Vergleichen wir die Losungen der Steuerungsprobleme untereinander, so entstehen die besten Ergebnisse
sowohl beim visuellen Vergleich als auch beim Vergleich der IEE-Werte jeweils fiir R ~ 0.06. Unverrauschte
und verrauschte Daten fithren weder bei den SNR~ noch den IEE-Werten zu signifikanten Unterschieden.
Wa&hlt man R zu klein, so entstehen “iiberfiillte” Kantenskizzen (Abb. 3.13. und 3.21.). Dagegen ergab eine
VergroBerung von R iiber 0.25 hinaus keine Anderung der Kantenbilder. Wiewohl die Voraussetzungen des
Konvergenzsatzes (Satz 2.3.) nur fiir

R < Min(i,\/z_\/%/i

erfiillt sind, entstehen auch fir R € [0.11, 0.25] sinnvolle Ergebnisse.

) = 0.112372.. (3.23)

Der wisuelle Vergleich zwischen Variations- und Steuerungsmethode zeigt, daf die Steuerungsmethode klarere
Kantenbilder liefert, wobei aber feine Details verlorengehen kénnen. Die vom Variationsverfahren erzeugte
Kantenskizze k (Abb. 3.3.) scheint dagegen auch viele “iiberfliissige” Details zu enthalten. Innerhalb der
ungestorten Daten in Abb. 3.1. werden die Wimpern nur vom Variationsverfahren erkannt, wahrend das
Detail am Hutrand iiber der Bildmitte auch von der Steuerungsmethode erkannt wird. Innerhalb der ver-
rauschten Daten wird dieses Detail von der Steuerungsmethode (Abb. 3.19.) besser als von der Variations-
methode rekonstruiert (Abb. 3.5.).

Ein quantitativer Vergleich zwischen Variations- und Steuerungsmethode ist nur fir die verrauschten Bild-
daten moglich, da alle IEE-Werte auf k bezogen werden mufiten. Das beste Ergebnis der Steuerungsmethode
(Abb. 3.18. — 3.19.) weist im Vergleich mit der Variationsmethode einen nahezu identischen SNR-Wert und
einen nur geringfiigig schlechteren IEE-Wert auf, wobei moglicherweise gerade die durch die Steuerungs-
methode unterdriickten “iiberfliissigen” Details von k ins Gewicht fallen.

Zusammenfassend kénnen wir festhalten, dafy die vorgestellten Variations- und Steuerungsmethoden Ergeb-
nisse vergleichbarer Giite liefern. Die Behandlung des image-restoration-Problems mit simultaner Kanten-
erkennung im Rahmen der optimalen Steuerung stellt daher eine echte Alternative zu den bestehenden

Variationsmethoden dar.
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