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1. Einleitung.

Eine Hauptaufgabe der mathematischen Bildverarbeitung besteht darin, aus einer gegebenen Bildfolge Infor-
mationen liber Gestalt und Bewegungsverhalten der abgebildeten Objekte zu gewinnen (“object recognition”,
“motion tracking”). In diesem Zusammenhang benutzt man haufig das Konzept des optischen Flusses: Man
bestimmt fiir aufeinanderfolgende Bilder jeweils ein Vektorfeld, das Bildpunkte gleicher Intensitét ineinander
iiberfithrt, bzw. dessen Zeitableitung. °") Das Konzept des optischen Flusses wird auch in anderen Zusam-
menhéingen verwendet, beispielsweise bei der Datenkompression von Videobildsequenzen, °?) der automati-
schen Retusche beim Digitalisieren von Filmmaterial ®®) oder der Rekonstruktion dreidimensionaler Objekte
aus Stereobildpaaren (“depth from stereo”).%* Seine gréfite Bedeutung liegt jedoch in seiner Eigenschaft
als Hilfsmittel zur Extraktion von Objekt- und Bewegungsinformationen. °®) Hierbei sind die Unstetigkeiten
(“Kanten”) im optischen Flufl von besonderem Interesse. Thre Erkennung sollte idealerweise nicht in einem
zusétzlichen Schritt erfolgen, sondern simultan zur Berechnung des optischen Flusses ausgefithrt werden.
Auflerdem ist es sinnvoll, im optischen Fluf§ “Bewegungskanten”, d. h. Grenzen zwischen den Projektionen
bewegter Objekte, und “Intensitatskanten”, d. h. starke Gradienten der Intensitdt der Grauwerte innerhalb
der Projektionen der bewegten Objekte, zu unterscheiden.

In der Literatur greift man zur Bestimmung des optischen Flusses haufig auf Regularisierungsmethoden
zuriick, °0) so da man zur Losung eines mehrdimensionalen Variationsproblems gelangt.°”) Fiir die simul-
tane Kantenerkennung im optischen Flufl bestehen dann zwei Moglichkeiten. Einerseits kann man im Varia-
tionsproblem das Zielfunktional mit Daten- und Regularisierungsterm durch ein Ambrosio-Tortorelli-Funktio-
nal ersetzen, wobei neben dem optischen Fluf3 eine “Kantenskizze” k als zusétzliche Variable aufgesucht
wird. %) Die zweite Moglichkeit besteht darin, konvexe Restriktionen fiir die Gradienten des optischen
Flusses hinzuzufiigen, womit das gegebene Variationsproblem in ein mehrdimensionales Steuerungsprob-
lem vom sog. Dieudonné-Rashevsky-Typ tibergeht. Der Kantendetektor k kann dann unmittelbar aus den
Steuervariablen aufgebaut werden. %)

Siehe [ AUBERT/KORNPROBST 02], pp. 184 ff.
[HINTERBERGER /SCHERZER 01].

[ GROSSAUER 06].

[ SLESAREVA /BRUHN/WEICKERT 05].

Siehe z. B. [ BROX/BRUHN/WEICKERT 06], [ GANDHI/DEVADIGA /KASTURI/CAMPS 00], [JUNG/SUKHATME 05],
[KUMAR/HAKER/STILLMAN/CURRY /GIDDENS/ TANNENBAUM/YEZZI 01 ] und [ TALUKDER/MATTHIES 04].

[ SCHERZER / GRASMAIR/ GROSSAUER /HALTMEIER/LENZEN 07 ], pp. 41 ff.

Aus der umfangreichen Literatur nennen wir | BRUHN/ WEICKERT /SCHNORR 05 ], [ ENKELMANN 88 ] und [ WEICKERT/
SCHNORR 01]. Die Variationsformulierung des Problems des optischen Flusses geht bereits auf [ HORN/SCHUNCK 81 ]
zuriick.

Fir das image-segmentation-Problem ist dieses Verfahren wohlbekannt. Wir verweisen auf [ AMBROSIO/ TORTORELLI
90], [ AMBROSIO/TORTORELLI 92 ], [ BELLETTINI/C0OSCIA 94 ] und [ BOURDIN 99]. Im Kontext des optischen Flusses
wurde diese Methode bisher lediglich in [ NESI 93] (mit unbefriedigenden numerischen Resultaten) und [ BRUNE 07 ]
angewendet.

Siehe [ WAGNER 07], p. 14 f.
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In der vorliegenden Arbeit schlagen wir den zweiten Weg ein und losen zur Bestimmung des optischen
Flusses mit simultaner Kantenerkennung mehrdimensionale Steuerungsprobleme. Unser Interesse an der
Formulierung und Lésung der Aufgabe im Rahmen der optimalen Steuerung hat mehrere Griinde. Zunéchst
ist aus der Sicht der nichtlinearen Optimierung zu bemerken, dafi mit der vorliegenden Arbeit (und der
zu verdffentlichenden Arbeit [ FRANEK/FRANEK/MAURER/WAGNER 08]) erstmals die Anwendung einer
direkten Methode auf ein mehrdimensionales Steuerungsproblem vom Dieudonné-Rashevsky-Typ dokumen-
tiert wird. '® Die Rechnungen wurden im Rahmen der Diplomarbeit [BRUNE 07] des ersten Verfassers
durchgefiihrt.

Im Rahmen der mathematischen Bildverarbeitung ist die Auswirkung von Gradientenbeschrankungen nach
unserer Kenntnis bisher nicht untersucht worden und daher von prinzipiellem Interesse. Unsere numerischen
Experimente zeigen, da eine Gradientenbeschrinkung bereits fiir sich genommen eine regularisierende
Wirkung hat (Abschnitt 5.a) ). Weiterhin erlaubt die Steuerungsformulierung die Einbeziehung verschiedener
Regularisierungsterme, so dafl wir insbesondere untersuchen kénnen, wie die Wahl der Terme und Parameter
die Unterscheidung von Bewegungs- und Intensitdtskanten beeinflufft (Abschnitt 5.b)). In einer weiteren
Versuchsreihe betrachten wir ein Steuerungsproblem mit Ll—RegulariSierungsterm, das gelost wird, indem
die Steuervariablen in positive und negative Anteile zerlegt werden (Abschnitt 5.c)). Zur Bewertung der
Giite der Darstellung der beiden Kantentypen definieren wir zwei neue Indikatoren, den “motion edge er-
ror” (MEE) und den “intensity edge error” (IEE) (Definitionen 4.1. und 4.2.). Die numerische Lésung
eines Variationsproblems mit einem Ambrosio-Tortorelli-Zielfunktional liefert im Vergleich keine signifikant
besseren Ergebnisse. ')

Dabei wollen wir wie folgt vorgehen: Wir beginnen im folgenden Kapitel 2 mit der Erlauterung von Varia-
tions- und Steuerungsformulierung fiir das Problem des optischen Flusses. Anschlieend formulieren wir in
Kapitel 3 einen Existenzsatz fiir mehrdimensionale Steuerungsprobleme vom Dieudonné-Rashevsky-Typ,
der die Anwendung direkter Methoden rechtfertigt, und gehen néher auf Diskretisierung und numerisches
Losungsverfahren ein. In Kapitel 4 beschreiben wir die verwendeten Bilddaten sowie die Visualisierung und
Bewertung der Ergebnisse unserer Rechnungen. Schlielich dokumentieren wir in Kapitel 5 die Ergebnisse

unserer numerischen Experimente.

Zur Notation.

Sei Q C R™ Abschluf} eines beschrankten Lipschitzgebietes im strengen Sinne. Dann bezeichnet c* (Q,R")
den Raum der r-Vektorfunktionen f: @ — R", deren Komponenten stetig (k = 0) bzw. k-mal stetig dif-
ferenzierbar sind (k = 1, ..., 00) und L”(2,R") den Raum der r-Vektorfunktionen f: Q — R", deren
Komponenten iiber € in p-ter Potenz integrabel (1 < p < 0o0) bzw. mefbar und wesentlich beschrankt sind
(p = ). W(l)’p (€, R") bezeichnet den Sobolevraum aller r-Vektorfunktionen f: @ — R", deren Komponen-
ten f; kompakte Trager supp (f;) € Q und verallgemeinerte partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen
sowie zusammen mit ihren verallgemeinerten Ableitungen zum L”(Q, R) gehéren (1 < p < o). SchlieBlich
verstehen wir unter Wé’oo(Q,Rr) den Sobolevraum aller r-Vektorfunktionen f: Q@ — R", deren Kompo-
nenten f; Lipschitz-stetig sind und den Randwert Null annehmen. '? Jz bezeichnet die Jacobimatrix der
Vektorfunktion x € Wé’p (©,R"). Die Abkiirzung “(V)t € A” ist zu lesen als “fir fast alle t € A” bzw. “fir
alle t € A mit Ausnahme einer Lebesgueschen Nullmenge”. Schliellich bezeichnet o kontextabhéngig den
Nullvektor des zugrundegelegten Raumes.

In [ DEwESS/HELBIG 95 ] wurde ein Transportfluproblem als duale Aufgabe zu einem Dieudonné-Rashevsky-Problem
(P)o mit Mitteln der kombinatorischen Optimierung numerisch geldst.

[BRUNE 07], pp. 77 f.
[EVANS/GARIEPY 92], p. 131, Theorem 5.
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2. Variations- und Steuerungsformulierung fiir das Problem des optischen Flusses.

a) Das Konzept des optischen Flusses.

Wir gehen von einer Familie { I(s,t) }, 0 < t < T, von Graustufenbildern '*) mit identischen Wertebereichen
aus, wobei wir voraussetzen, dafl die Randwerte aller Bilder Null sind (konstanter Rahmen). Gesucht wird
ein Phasenflufl X (s,t) = (X (s,t), Xa(s,t))T: Q@ x [0, T'] — R?, der die Bilder unter Erhalt der Grauwerte

ineinander iiberfiihrt, also der Bedingung

1(517827t) :I(Sl—Xl(S,t),82—X2(87t),0), 0<t<T mit (2.1)
X1(s,0) = 0, X3(s,0) =0 (2.2)

fiir alle s = (s1,s2)T € Q geniigt. Hingen die Bilddaten und das Vektorfeld X (s, ) iiberdies stetig differen-

zierbar von der Zeit ¢ ab, so ergibt sich durch Differentiation nach ¢

Li(s,t) = — I, (s — X(s,t),0) - (X1)e(s,t) — Is,(s— X(s,8),0) - (X2)e(s,), (2.3)
und daraus fiir ¢ = 0 die Gleichung (“optical flow constraint”)

I, (5,0) (X1):(5,0) + I4,(5,0) (X2)e(s,0) + It(s,0) = 0 VseQ. (2.4)

Das Vektorfeld z(s,t) = ((X1):(s,t), (X2):(s,t))T wird als optischer Fluf bezeichnet. In der Praxis berechnet
man den optischen Flul meistens fiir Bildpaare I(s,tyn), I(s,tn+1) mit At = txy1 — ty = 1 als Losung
(21(s),22(s))T der Gleichung

Is, (s, tn) 71(8) + Is,(s,tn) 22(s) + Li(s,tn) = 0 VseQ, (2.5)

wobei die Losung auf den Referenzzeitpunkt ¢y bezogen wird. Da der optische Flu8 durch die Gleichungen
(2.4) bzw. (2.5) nicht eindeutig bestimmt ist (“aperture problem”), formuliert man anstelle von (2.5) ein

mehrdimensionales Variationsproblem '4)

(M)1: F(xy,m2) = /Q(Isl(s)xl(s) + I, (s) x2(s) + It(s))2ds (2.6)

+ - / r(s, Vai(s), Vaa(s))ds — infl;  (z1,22) € Wé’p(Q,RQ)
Q

mit 1 <p<oo,pu>01c¢€ Wé’m(ﬂ X (ty —0,tny41 +6), R) und r € C*(Q x R*, R). Der Gra-
dient bezieht sich hierbei auf die Variablen s; und s, wahrend der Bezug der Daten auf den Referenz-
zeitpunkt ¢ = txn nicht mehr notiert wurde. Das Zielfunktional besteht aus einem Term, der den De-
fekt in (2.5) minimiert, 15) und einem Regularisierungsterm, in den die ersten partiellen Ableitungen des

gesuchten Vektorfelds eingehen. Konvexe Regularisierungsterme werden in der Literatur nach den Kategorien

Graustufenbilder sollen durch Funktionen I mit rechteckigem Definitionsbereich @ € R? und Werten 0 < 1 (s) <1
(V) s € Q beschrieben werden, die mindestens mefibar sind.

In der Literatur werden die Aufgaben auch fiir € BV (€2, R?) untersucht; vergleiche z. B. [ AUBERT/DERICHE/
KORNPROBST 99], pp. 162 — 174, [ HINTERBERGER /SCHERZER /SCHNORR/WEICKERT 02], pp. 81 ff., und [ KORN-
PROBST/DERICHE/AUBERT 99], pp. 9 ff.).

Defektminimierungsterme hoherer Ordnung wurden in [ BRUHN/WEICKERT / KOHLBERGER/SCHNORR 06 ], p. 262 f.,
und [ PAPENBERG/BRUHN/BROX/DIDAS/WEICKERT 06 ], pp. 143 ff., vorgeschlagen.



isotrop/anisotrop bzw. fluigetrieben/bildgetrieben klassifiziert, wobei die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir
hinreichend glatte Losungen von (V) als rechte Seiten eines Systems von Diffusionsgleichungen interpretiert

werden. 16)

b) Kantenerkennung im optischen Fluf3.

Wie in der Einleitung dargelegt wurde, kann eine simultane Kantenerkennung im optischen Fluf§ zunéchst
dadurch ausgefiihrt werden, dafi man das Zielfunktional in (V); durch ein Ambrosio-Tortorelli-Funktional
ersetzt. Dabei wird zusétzlich zu einer (geglitteten) Version des optischen Flusses eine Funktion k als “Kan-
tenskizze” aufgesucht, wobei k(s) ~ 0 oder k(s) = 1, je nachdem der Punkt s € Q zu einer Kante in (21, 22)
gehort oder nicht. Es entsteht folgendes Variationsproblem:

(V)a: Fla1,a2,k) = c1(e) /Q(Isl(s)xl(s) + I, (s) 2a(s) + It(s))st (2.7)

+02(6)/Q<‘Vw1 ] + | V(s |2) ( NG ))ds

+63(5)/Q(5- | Vk(s) |” + 41 (1-k(s)) )ds—>1nf' (1,29, k) € W5 (Q,R?) x WH(Q,R)

mit I wie oben, € > 0 und Gewichten ¢;(¢) > 0, 1 < ¢ < 4. Der erste Term im Zielfunktional ist wiederum
ein Datenterm, der die Abweichungen von (2.5) bestraft. Der zweite Term ersetzt den klassischen Regulari-
sierungsterm in (V); und koppelt « und k derart, daf in Punkten s € Q mit betragsgrofiem Vz(s) der Wert
k(s) ~ 0 bevorzugt wird. Im dritten Summanden hat der erste Term eine lokale Glattung von k zur Folge,
wahrend der zweite erzwingt, dafl bis auf eine Menge kleinen Mafles k(s) = 1 gilt. Die Interpretation von
k als Kantenskizze miifite noch gerechtfertigt werden, indem man die I'-Konvergenz der Losungen von (V)
gegen die Losung eines Variationsproblems mit einem Mumford-Shah-Funktional nachweist. '7)

Die zweite Moglichkeit zur Kantenerkennung im optischen Flul besteht darin, zum Variationsproblem (V)
konvexe Restriktionen fiir die Gradienten V1 und Vzy hinzuzufiigen, womit (V); in ein mehrdimensionales

Steuerungsproblem vom Dieudonné-Rashevsky-Typ iibergeht:

(P); : F(w,u):/Q(Isl(s)xl(s)+IS2(s)x2(s)+It(s)> ds (2.8)
e Ar<s,u11<s>,u12<s),u21(5>,u22<5)>ds — infl; (r,u) € WP (QR?) x L¥(QRY);

Ja(s) = (Z;Eii Z;zg) (V) s € Q; (2.9)
UEU—{UGLPQR4 |‘U11 | +{7.L12 | +|7.L21 | +’U228)|q<Rq (V SGQ} 210

Hierin ist 1 < p < 00,1 < ¢ < 00, 4 > 0 und R > 0. Die Funktion r € Cz(Q x R*, R) kann wie
in (V); gewéhlt werden. Der Kantendetektor k wird unmittelbar aus den Steuervariablen wu;; aufgebaut,

beispielsweise

|U11($) |q 4+ |U12(S) |q + |UQ1(S) |q + |UQ2(S) |q

E/Laé((’un(sﬂ + Jua(s) |+ Ju2i(s) |* + [uza(s) | )

k(s) = 1— (2.11)

16) Vergleiche [ WEICKERT/BROX 02].
1 In Analogie zu [ BELLETTINI/COSCIA 94], p. 202, und p. 205 f., Theorem 2.1.



(vergleiche (5.4) unten). Damit werden “Kanten” im optischen Flu$} als diejenigen Teilmengen von € interpre-
tiert, auf denen die Steuerbeschrankung nahezu aktiv wird. Es ist anzumerken, dafl sich die zusétzliche
Gradientenbeschrinkung widerspruchsfrei in das Modell des optischen Flusses einfiigt, indem nur eine Teil-

menge moglicher Losungen von (2.5) ausgeschlossen wird.

3. Mehrdimensionale Steuerungsprobleme vom Dieudonné-Rashevsky-Typ.

a) Gestalt der behandelten Aufgaben.

Wir betrachten mehrdimensionale Steuerungsprobleme der Gestalt

(P)o: F(z,u) = /Qf(s,x(s),u(s)) ds — infl; (z,u) € W(l)’p(Q,IR") x LP(Q,R"™™); (3.1)
%<S> gf; (s) wi(s) o uam(s)

Ja(s) = - - = s : (V) s € Q; (3:2)
8—;(5) (“)s:l (s) Un1(S) o Unm(S)

ueU={ueL”(QR"™)|u(s) eK (V)s€Q} (3.3)

und machen folgende Voraussetzungen tber die Daten von (P)g: Essein > 1, m > 2und 1 < p < oo.
Q C R™ sei Abschluf eines beschréankten Lipschitzgebiets im strengen Sinne. Der Integrand f(s,§,v): Q X
R"™ x R™ — R sei beziiglich s me3bar und wesentlich beschrénkt, nach allen §; und v;; stetig differenzierbar,
und K € R™ sei ein konvexer Korper mit o € int (K). Aus den genannten Voraussetzungen ergibt sich
unmittelbar die Existenz einer zuldssigen Losung (der Nullosung). Ist (z,u) ein zuldssiges Paar fir (P)g, so
folgt aus Jz(s) € K (V) s € Q sogar x € Wé’oo(Q,IR”) N Wé’p(Q, R"™), und z besitzt deshalb auch im Falle

1 < p < m einen Lipschitz-stetigen Représentanten.

b) Existenz globaler Minimallésungen.

Satz 3.1. Wir betrachten die Aufgabe (P)o unter den Voraussetzungen von Abschnitt 3.a). Wenn der Inte-
grand f(s,&,v) fir fast alle s € Q und alle £ € R™ als Funktion von v konvex ist und eine Wachstumsbedin-

gung der Gestalt
| f(s.60) | < ouls) + @a(l€]L [v]) (V)s€Q V(Ev) €eR" xK (3.4)

mit o1 € L'(Q,R), o1(s) =0 (V)s € Q, pp € CO(R" x K, R), (€], |v]|) =0V (¢,0) € R* xK einhiilt,
wobei s eine monoton wachsende Funktion sowohl in |£| als auch in |v| ist, dann besitzt (P)o eine globale

Minimallésung.

Beweis: Der Beweis ergibt sich analog zu [ PICKENHAIN/WAGNER 00 ], pp. 222 — 224, indem man beachtet,
daf einerseits das loc. cit. betrachtete relaxierte Problem (P)o und die linear-konvexe Aufgabe (P)q isomorph
sind, und andererseits nach [ DACOROGNA 08], p. 378, Theorem 8.8., die schwach*-Unterhalbstetigkeit des
Zielfunktionals auch dann erhalten bleibt, wenn die Abhéngigkeit des Integranden von s nur noch mef3bar

und wesentlich beschrankt ist. m

Die Voraussetzungen von Satz 3.1. sind fiir alle in Kapitel 5 benutzten Integranden erfiillt, so dal die Existenz

globaler Minimallésungen in den Steuerungsproblemen gesichert ist. Beispielsweise gilt fiir den Integranden



in (5.5) wegen der vorausgesetzten Lipschitz-Stetigkeit der Bilddaten (mit Lipschitzkonstante C') und der

Aquivalenz der Normen im R":

(L& + Lo & + L) + ) + u(_ilivzj P ) < (Beg + Eeg + 1)
)=
1/2 2 1/p
F2| 1,06 Tu ()& + Tu ()6 L) + Tu() & Lis) | + ) 7+ u( 2 ogl” +e) 7 35)
1,J]=

<(earlef) r2et(lal +laP) + 22 (al +le]) + ) ru( 5wl )
1,]=

/2 2 /
<(302(1+\5!2)+202(Jl]§]2+e)1 1e> Opyuij]2+a)1p, (3.6)
ij=1

also ist die Wachstumsbedingung (3.4) mit ¢1(s) = 0 und @2( €], [v]) = \/(3 C24+2C2C)1+1€12) +¢
+u )/ Cplv |2+ ¢ erfiillt. Damit ist die Anwendung direkter Methoden zur numerischen Lésung der Steue-

rungsprobleme (P)s — (P),4 in Kapitel 5 prinzipiell gerechtfertigt.

¢) Numerische Lésung mit direkten Methoden.

Bei der numerischen Losung von Dieudonné-Rashevsky-Problemen folgen wir dem Prinzip “Diskretisierung
und anschlieBende Optimierung”. Hierzu wandeln wir das mehrdimensionale Steuerproblem (P); nach dem
Vorbild von MAURER et al.'® in ein nichtlineares endlichdimensionales Optimierungsproblem um. Wir
zerlegen Q in (K x L) Pixel der Kantenlédnge 1, und approximieren die partiellen Ableitungen der Bild-
daten durch Vorwirts-Euler-Differenzenquotienten. Mit den Abkiirzungen I(s,ty) = IN)(s), I(s,tn41) =
T(N+1(5) ergibt sich:

\ 1
D;(dl) =5 (I(N)(3k+1,l—1) — IM™ (sp01) + T (s301.0) — T (s1.0) + T (sp41041) — TN (sp141)
+ I<N+1)(5k+1,l—1) — I(NH)(Sk,l—l) + I(N+1)(3k+1,l) - I(NH)(Sk,l) + I(N+1)(5k+1,l+1) - I(N+1)(5k,l+1) )

~ Isl (Skl) ) (37)

s 1
D;(clz) =5 (I(N)(Sk—l,l+l) — IM™ (sp10) + TM (s3001) — T (s1.0) + T (spq1041) — TN (sp410)

+ I(N+1)(5k—1,l+1) - I(NH)(Sk—Lz) + I(N+1)(5k,l+1) - I(NH)(Sk,z) + I(N+1)(3k+1,l+1) — I(NH)(SkH,l) )

~ Isz (Skl) ; (38)

1
Dy = 1 (I(NH)(Sk:l) — I (sp0) + TN (sp10) = TN (s410)

+ TNV (s 000) = T (s 1) + TV (8340 0410) — I(N)(8k+1,l+1)) ~ Li(sp). (3.9)

Definieren wir noch
1 2 11 12 21 22
Jkl(xl(cl)7 xl(cl)’ ufcl )v “Ecl )v ul(cl )’ ul(cl ))

s1) (1 s 2 )2 11 12 21 22
= (Dl(gl )xl(cl) + Dl(cl2)m§cl) + Dl(cl)) + /J"T(ul(cl )v “Ecz )7 ugcl ), ul(cl )), (3.10)

18) [ MAURER/MITTELMANN 00], [ MAURER/MITTELMANN 01], [ THEISSEN 06].
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23)

24)

so kann das diskretisierte Problem folgendermaflen notiert werden:

~/ 1 2 2 11 11 12 2 21 2 22 22
(D);: F(xgl),...,a:g&,xgl) x(K)L,ugl) ulty ugl), ull? Y (21) ,,(22) ul ))

, s s Uper s URT s WYY g ooy Ugep s U]y wees UpeT
1 K—-2 L—2 .
= Z Z (Jk—l,l(-n)+Jk,l(~~~)JFJk—l,l—l(m)+Jk,l—1(~~~)) — 1nf!§ (3'11)
k=3 i=3
1
($§1)7 - “%2) R%
(11) (12) (€8] L Q) 1)
Uy xk-i—l 1T xkl Thi+1 = Pkl .
(21) <22> CIINC) (2) VE, L (3.12)
u ! —x x —x
ki k+1l kil Thit1 k.l
| (11 | " ‘ (12) ’q n | (21)| + ’ 22 ‘q < R OYEI. (3.13)

Bei der Auswertung der notwendigen Optimalitdtsbedingungen (Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen) fiir
(D) resultieren grofle nichtlineare Gleichungssysteme, die mit Innere-Punkte-Verfahren sehr genau und
effizient gelost werden kénnen. ' Im einzelnen sind wir folgendermaBen vorgegangen: Als Ein- und Aus-
gabeplattform wurde MATLAB benutzt. Das diskretisierte Problem wurde mit Hilfe der Modellierungs-
sprache AMPL formuliert 2*) und aus MATLAB heraus an den Innere-Punkte-Solver IPOPT 21 {ibergeben.
Die Ergebnisse wurden mit Hilfe von MATLAB in geeigneter Form présentiert, bewertet und archiviert. Ein

Konvergenzbeweis fiir das vorgestellte Verfahren bleibt einer spéteren Verdffentlichung vorbehalten.

4. Visualisierung und Bewertung der Ergebnisse.

a) Die verwendeten Bilddaten.

Wir haben fiir unsere numerischen Experimente drei Bildfolgen verwendet: die Rotating Sphere Sequence, 22)

die New Marbled Block Sequence?® und die Hamburg Taxi Sequence.?* Die Rotating Sphere Sequence
wurde kiinstlich erzeugt und zeigt eine Kugel, die vor einem gemusterten Hintergrund um die eigene Achse
rotiert. Auch die Oberfliche der Kugel enthélt Textur. Fiir diese Bildfolge stehen ground-truth-Daten zur
Verfiigung, auf die wir uns bei der Bewertung der Giite der Kantenerkennung beziehen koénnen. Unsere
Berechnungen beschreiben den ﬁbergang von Bild #13 zu Bild #14 (siehe Abbildung 4.1. — 4.2).

In der ebenfalls kiinstlich erzeugten New Marbled Block Sequence bewegen sich sich zwei Marmorblécke in
unterschiedliche Richtungen, wahrend ein dritter Block stillsteht. Die Szene wird durch mehrere Lichtquellen
ausgeleuchtet, so dafl die Blocke mehrere, sich iiberlagernde Schatten werfen. Auch fiir diese Bildfolge stehen

ground-truth-Daten zur Verfiigung. Unsere Berechnungen beziehen sich auf den Ubergang zwischen Bild

Siehe z. B. [ JANSEN 97].

AMPL ist eine kommerzielle mathematische Modellierungssprache, die es mit einer leicht verstdndlichen Syntax
ermoglicht, ein Optimierungsproblem zu formulieren, einem Solver zu {ibergeben und dessen Ausgabe weiterzuverar-
beiten. Siehe [ FOURER/GAY/KERNIGHAN 02].

[LAIRD/WACHTER 07], [ WACHTER/BIEGLER 06].

Die Bildfolge wird in [McCANE/NOVINS/CRANNITCH/GALVIN 01] dokumentiert und ist elektronisch zugénglich
unter http://of-eval.sourceforge.net (letzter Zugriff: 27.02.2008).

Elektronisch zugénglich unter http://i2lwww.ira.uka.de/image_sequences/download_tar.cgi?’marmor_stat (letzter Zu-

griff: 27.02.2008).

Elektronisch zugénglich unter http://i2lwww.ira.uka.de/image_sequences/download_zip.cgi?taxi (letzter Zugriff:
27.02.2008).



#163 und Bild #164. Um mit einer vergleichbaren Anzahl von Bildpunkten rechnen zu kénnen, beschrianken
wir uns in diesem Fall auf einen Ausschnitt (siehe Abbildung 4.5. — 4.6.).

Die Vorteile der beiden kiinstlichen Sequenzen liegen in der einfachen Struktur der Bilder und Bewegungen
sowie in der Abwesenheit von Hintergrundrauschen. Damit eignen sich beide hervorragend fiir eine verglei-

chende Analyse von Verfahren mit simultaner Kantenerkennung. Als dritte Bildfolge verwenden wir die

bekannte Hamburg Taxi Sequence, die auf eine reale Szene zuriickgeht, und beziehen uns auf den Ubergang
zwischen Bild #22 und Bild #23 (siehe Abbildung 4.7. — 4.8.). Die Bilddaten dieser Folge sind mit ver-

gleichsweise starkem Rauschen behaftet.

Rotating Sphere Sequence: Bilder
#13 (links) und #14 (rechts)

Abb. 4.1. Abb. 4.2.

Rotating Sphere Sequence: Vek-
torplot (links) und farbiger Rich-
tungsplot (rechts) der ground-

truth-Daten & fiir den Ubergang
von Bild #13 zu #14

P
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New Marbled Block Sequence:
Ausschnitte aus den Bildern
#163 (links) und #164 (rechts)

Abb. 4.5. Abb. 4.6.



Hamburg Taxi Sequence: Bilder
#22 (links) und #23 (rechts)

Abb. 4.7. Abb. 4.8.

b) Visualisierung der Ergebnisse.

Die natiirliche Visualisierung des optischen Flusses (x1(s),x2(s))T als Plot des Vektorfelds (sieche Abb. 4.3.)
erscheint in vielen Fallen uniibersichtlich. Aufschlufireicher ist oft die Darstellung als farbiger Richtungsplot
(colorful orientation plot). Darin gibt die Farbe eines Pixels die Richtung des optischen Flusses an, wihrend
die Helligkeit durch den Betrag des jeweiligen Verschiebungsvektors festgelegt ist. Die Zuordnung zwischen
Farbe und Orientierung kann an der farbigen Umrandung als Legende abgelesen werden (siehe Abb. 4.4.). In
der vorliegenden Arbeit wurde diese Darstellung mit einem HSI-Farbmodell realisiert. 2% In diesem Modell
hat jede Farbe die drei Koordinaten Farbton (hue), Séttigung (saturation) und Helligkeit (intensity). Da
wir zur Darstellung des optischen Flusses nur zwei Koordinaten benotigen, haben wir die Sattigung kon-
stant gelassen. In Kapitel 4 werden wir unsere Ergebnisse jeweils mit einem farbigen Richtungsplot fiir den

optischen Flufl z(s) sowie einem Graustufenbild fiir die Kantenskizze k(s) visualisieren.

c) Bewertungskriterien.

Als Giitekriterium fiir die Berechnung des optischen Flusses benutzen wir den “average angular error” (AAE),

der aus dem ground-truth-Vektorfeld Z(s) und dem berechneten Vektorfeld x(s) wie folgt bestimmt wird:

1
KL

ATCCOS Z1(sk1) 1 (sk1) + T2(sk1) T2(sp1) + 1 ) (4.1)

! \/(501(81@5))2 + (Z2(s))? +1 \/(ml(skl))Q + (w2(sw1))® +1
o L Arceos Z1(s) z1(8) + Z2(s) wa(s) + 1 ds
at e V@62 + (a2 + 1 (@n(5)2 + (wals))? 1 )

M=
M=

AAE(Z,z) =
11

(4.2)

fiir (K x L) Bildpunkte in der Diskretisierung. Das AAE-Kriterium hat sich in der Praxis durchgesetzt und
wird, um Vergleichbarkeit zu gew#hrleisten, auch in der vorliegenden Arbeit verwendet.

Kriterien zur Bewertung von Kantenbildern k£ im optischen Fluf3 sind dagegen aus der Literatur bisher
nicht bekannt. Wir schlagen daher zwei neue Bewertungskriterien vor, indem wir zwischen Bewegungs-
und Intensitatskanten unterscheiden wollen. Zur Bewertung der Giite von Bewegungskanten ziehen wir die
ground-truth-Daten & der Bildfolge heran und stellen |z | als Graustufenbild G dar (flow field magnitude
representation). Auf G wenden wir eine statische Kantenerkennung an und erhalten eine Kantenskizze k.,
mit Werten in [0, 1]. Damit definieren wir folgendes Fehlermafl MEE:

25) Siehe [ PLATANIOTIS/VENETSANOPOULOS 01], pp. 25 ff.
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Definition 4.1. (motion edge error, MEE) Gegeben scien die Kantenskizze ky,: Q@ — [0, 1] zum
normierten Betrag | &| der ground-truth-Daten und eine Kantenskizze k: Q — [0, 1] zum berechneten op-

tischen Flufl x. Dann definieren wir

K L ) )
MEE(%,x) = kz=:1 l;l (km(sw) — k(sw))” =~ /Q(km(s) —k(s))" ds (4.3)

fiir (K x L) Bildpunkte in der Diskretisierung.

Ein Giitekriterium fiir Intensitdtskanten erhalten wir, indem wir statische Kantenerkennung unmittelbar auf
die Bilder I(s,ty) und I(s,ty41) anwenden. Dabei entstehen Kantenskizzen kéN)7 k;NH) mit Werten in

[0, 1], die zur Definition eines weiteren Fehlermafies IEE verwendet werden:

Definition 4.2. (intensity edge error, IEE) Gegeben seien die Kantenskizzen kéN), kg(}NH) : Q—[0,1]
zu den Graustufenbildern I(s,tn) bzw. I(s,tn+1) und eine Kantenskizze k: Q — [0, 1] zum berechneten

optischen Flufl x. Dann definieren wir

N |

K L
IEE(#,2) = 3. >
k=1 1=1

~ /Q% ((ng)(s) —k(s))® + (KN (s) - k(s))2) ds (4.4)

((kgm(skl) — ko)) 4 (R (s10) — k(si) )2)

fiir (K x L) Bildpunkte in der Diskretisierung.

Mit Hilfe der zwei unterschiedlichen Bewertungskriterien konnen wir nachvollziehen, welche Verfahren Be-
wegungsgrenzen und welche Texturen auf Objekten hervorheben. Die Abbildungen 4.9. und 4.10. zeigen
beispielhaft die Kantenbilder k,, und ng) fiir unsere beiden Fehlermafe fiir den Ubergang in der Rotating
Sphere Sequence.

Rotating Sphere Sequence:
Kantenbilder k,, (links) und kg(,N)
(rechts)

Abb. 4.9. Abb. 4.10.

Zur Berechnung von k,,, haben wir einen Sobel-Operator verwendet, zur Berechnung von kéN) und kéNH)
einen Canny-Detektor mit einem Schwellwert von 0.085 und Standardabweichung von 0.1 fiir das unter-
liegende Gaufifilter.
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27)
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5. Numerische Resultate.

a) Erste Versuchsreihe: Zielfunktional ohne Regularisierungsterm.

In unserem ersten Experiment verzichten wir auf den Regularisierungsterm im Zielfunktional, um den un-
mittelbaren Einfluf} einer Steuerbeschrinkung studieren zu kénnen. K ist der Normkorper der g-Norm im
R*. Das untersuchte Problem lautet: (5.1)

(P)a: F(x,u) = /Q(Isl(s) x1(8) + I, (8) x2(s) + I1(s) )2 ds — inf!; (z,u) € Wé’oo(Q,IRz) x L™(Q,RY);

Ja(s) = (““(5) “12(5)> (¥) s € Q; (5.2)

’LL21(8) u22(8)

| u11(s) ‘q + ura(s) ‘q + Ju21(s) |q + | u2a(s) ’q < RT (V)seQ; (5.3)

als Kantendetektor verwenden wir

’uu(s) |q + |U12(S) ‘q + |U21(8) ‘q + |U22(S) ‘q
Maéi ( Juri(s) |* + Jurz(s) |* + [u2i(s) |* + [uz2(s) ‘q)
s e

k(s) =1— (5.4)

In der Versuchsreihe variieren wir die Parameter ¢ und R (Art und Schérfe des Normkérpers) (siehe Abb. 5.1.
— 5.6.). Wir stellen fest, dass die Beschrénkung von u = Jx durch einen Normkdrper in gewissem Sinne
mit einer Regularisierung vergleichbar ist. Die glattende Wirkung der Steuerbeschrankung ist im Verlauf
von Abb. 5.1. — 5.6. gut nachzuvollziehen, andererseits zeigt sich, dafl die Giite der Kantenerkennung sehr
stark von R abhéngt. Eine scharfe Beschrinkung bewirkt eine starke, gleichméflige Regularisierung des
optischen Flusses, und die Kanten sind iiberall dort kréftig zu sehen, wo regularisiert wurde. Wéhlen wir
dagegen einen relativ grofien Normkorper, z. B. R = 4 (Abbildung 5.1.), so wird kaum regularisiert, und
das Kantenbild wirkt schwéacher. Ist man verstdrkt an Intensitatskanten, d. h. an der Textur von bewegten
Objekten interessiert, so bietet dieses Experiment einen moglichen Ansatz. Ein analoges Verhalten zeigt sich
auch fiir unterschiedliche Arten des Normkorpers, d. h. bei Variation von ¢.2% Anzumerken ist, da die
Maximumfunktion in (5.4) innerhalb von AMPL zur Verfiigung gestellt wird.

b) Zweite Versuchsreihe: Zielfunktional mit L’-Regularisierungsterm, p > 1.

Im zweiten Experiment interessieren wir uns vorrangig fiir die Erkennung von Bewegungskanten im optischen
FluB und betrachten daher ein Zielfunktional mit einem sog. robusten Datenterm und einem isotropen,

27)

fluBgetriebenen Regularisierungsterm. 27) K ist wiederum der Normkérper der ¢-Norm im R*. Das untersuchte

Problem lautet:
(P)s: Fla,u) :/Q((Isl(s) £1(5) + L) aa(9) + 1)) + ¢ ) ds + u-/g(|u11(s) P+ urn(s)

+uar(s) |7 + Juza(s) |” + s)l/pds — infl;  (z,u) € W™ (Q,R?) x LP(Q,RY); (5.5)

Ja(s) = (Z;iﬁii Z;ig) (¥)s € Q; (5.6)

| u11(s) |q + ura(s) |q + |u21(s) |q + | u2a(s) |q < RT (V)seQ; (5.7)

[BRUNE 07], pp. 104 f. und 124.

Vergleiche [ BRUEN/WEICKERT /SCHNORR 05], p. 217, [ BRUEN/WEICKERT / KOHLBERGER /SCHNORR 06], p. 261 f.,
und [BRUNE 07], p. 94.
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30)

12

als Kantendetektor verwenden wir (5.8)
K(s) 1|k(s)>aR?; q q q q
k(s) = —~L . t -
) = g L2 0 i) = [ 1)+ )+ )
s€Q

Unser mehrdimensionales Steuerungsproblem enthélt fiinf Parameter. Die Wahl des Robustheitsparameters
€ > 0 ist fiir die Rechnungen mit den unverrauschten Daten der Rotating Sphere Sequence von vergleichs-
weise geringer Bedeutung. p > 1 und p > 0 legen die Art und Stdrke der Regularisierung fest; ¢ und R
bestimmen wie in Abschnitt 5.a) Art und Schérfe des Normkorpers, der die Gradienten des optischen Flusses
beschriankt. In der Definition des Kantendetektors tritt ein weiterer Parameter o auf, der als Schwellwert
aufgefafit werden kann. Aus der Fiille der in [BRUNE 07] dokumentierten Experimente présentieren wir
eine Folge von Rechnungen, bei denen zu festen e, p, p und ¢ nur R variiert (Abb. 5.7. — 5.14.). Zum
letzten Ergebnis zeigen wir drei Kantenskizzen fiir verschiedene o (Abb. 5.14., 5.16. und 5.18.). Regulari-
sierungsterm und Steuerbeschrinkung wirken hier gleichzeitig glattend; fiir groe R (in der dargestellten
Versuchsreihe fiir R > 2) fallt die Steuerbeschrankung entsprechend weniger ins Gewicht. Bei Versuchen mit

-1

“adjungierten” Parametern p # 2, p~'4¢~! = 1, konnten deutliche Verbesserungen in bezug auf Konvergenz

und Ergebnisqualitit nicht festgestellt werden. 28

c) Dritte Versuchsreihe: Zielfunktional mit Ll-Regularisierungsterm.

Die Reformulierung des optical-flow-Problems als mehrdimensionales Steuerungsproblem erlaubt eine di-

29)

rekte Behandlung von Aufgaben mit L'- bzw. TV-Regularisierungstermen. “*) Dazu zerlegen wir die Steuer-

variablen wie folgt: 3%)

ui(s) = uj;(s) — u;;(s) mit u;;(s) 20, u;(s) 20 (V)seQ = (5.9)

|uij(s) | = ufi(s) + ug(s) (V)se€Q. (5.10)

Es entsteht folgendes Steuerungsproblem mit einem 1-Normkorper:
5 1/2
(P)g: F(x,u) :/ ((Isl(s) 21(8) + Lo, () z2(s) + Li(s)) —i—s) ds (5.11)
Q

2
e | (ufi(s) + ug(s)) ds — infl;  (z,u) € Wy (Q,R?) x L™(Q,R®);
Qi,j=1

Jm(s) — (u—li_l(s) - ul_l(s) UTQ(S) - u1_2(s)> (V) s € Q; (5'12)

“;1(3) — ug () u2+2(s) — Ugy(8)
3 (uh(s) +u59) < B (M50 (513

uii(s), u(s) =20 (V)s€f, 1<4,j<2. (5.14)

Dabei wurde wiederum ein robuster Datenterm gewéhlt. Als Kantendetektor verwenden wir
2

5 (uils) + u(e)
Max i (u;’;(s) +ul_](s))

s€EQ ij=1

k(s) = 1— (5.15)

[BRUNE 07], pp. 108 und 124.

Entsprechende Aufgaben werden in der Literatur numerisch entweder durch Ubergang zum Dualproblem oder Erset-
zung des L'-Regularisierungsterms durch fQ \/| Vzi(t) |2 + | Vza(t) |2 + € dt geldst, siehe [ CHAMBOLLE 04 ], [HE/
BURGER/OSHER 06] und die oben in Anmerkung 14 zitierten Arbeiten.

Vergleiche [ SETHI/ THOMPSON 06], p. 121 f., sowie [ VOSSEN/MAURER 06], p. 307, (16), wo dieselbe Zerlegung zur
numerischen Lésung eindimensionaler Steuerungsprobleme mit L'-Norm im Zielfunktional angewendet wurde.



13

Einige Ergebnisse sind in Abb. 5.19. — 5.24. dargestellt. Bedingt durch die L'- bzw. TV-Regularisierung,
erhalten wir eine vorziigliche, im Vergleich zur zweiten Versuchsreihe scharfere Darstellung der Bewegungs-
kanten (vergleiche z. B. Abb. 5.12. und Abb. 5.20.). Gleichzeitig macht sich der typische Staircasing-Effekt
bemerkbar.

d) Abbildungen.

Erste Versuchsreihe:
q=2,R=14

g7 : AAE = 4.11,
: it MEE = 2.16, IEE = 4.40

Abb. 5.1. Abb. 5.2.

Erste Versuchsreihe:
¢q=2,R=05

AAE = 4.22,
MEE =17.25, IEE = 7.89

Abb. 5.3. Abb. 5.4.

Erste Versuchsreihe:
q=2, R=0.125

AAE = 4.15,
MEE =11.04, IEE =11.12

Abb. 5.5. Abb. 5.6.
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Abb. 5.7.

Abb. 5.9.

Abb. 5.11.

Abb. 5.8.

Abb. 5.10.

Abb. 5.12.

Zweite Versuchsreihe:

e =0.001, = 0.001, p = 2,

=2, R=4,a=0

AAE = 3.08,
MEFE =1.89, IEE = 4.28

Zweite Versuchsreihe:

€ =0.001, p = 0.001, p = 2,

q=2,R=2a=0

AAE = 3.07,
MEFE =1.89, IEE = 4.28

Zweite Versuchsreihe:

e =0.001, = 0.001, p = 2,

=2, R=1,a=0

AAE = 3.08,
MEE =219, IEE = 4.37
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Abb. 5.13.

Abb. 5.15.

Abb. 5.17.

Abb. 5.14.

Abb. 5.16.

Abb. 5.18.

Zweite Versuchsreihe:

e =0.001, = 0.001, p = 2,

q=2 R=05 a=0

AAE = 3.23,
MEE =3.03, IEE =4.72

Zweite Versuchsreihe:

€ =0.001, p = 0.001, p = 2,

q=2,R=05 a=0.1

AAE = 3.23,
MEE =287, IEE =4.78

Zweite Versuchsreihe:

e =0.001, = 0.001, p = 2,

q=2,R=0.5a=0.2

AAE = 3.23,
MEE =282, IEE = 4.78
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Abb. 5.19. Abb. 5.20.

Abb. 5.21. Abb. 5.22.

Abb. 5.23. Abb. 5.24.

e) Zusammenfassung der Ergebnisse.

=)

Dritte Versuchsreihe:
e =0.001, 4 =0.002, R=2

AAE = 2.57,
MEE =211, IEE = 4.38

Dritte Versuchsreihe:
e =20.001, n=0.07, R=2

AAFE = 6.44,
MEFE =287, IEE = 8.84

Dritte Versuchsreihe:
€=0.001, x=0.01, R=2

Angabe von AAE, MEFE und
IEFE nicht moglich, da zur Ham-
burg Taxi Sequence keine ground-

truth-Daten vorhanden sind

Unsere Experimente zeigen, dafl die Berechnung des optischen Flusses mit simultaner Kantenerkennung
im Rahmen eines mehrdimensionalen Steuerungsproblems eine echte Alternative zum Ambrosio-Tortorelli-
Ansatz der Variationsrechnung darstellt. ') Obwohl die Hinzunahme eine Steuerbeschrinkung schon fiir
sich genommen einen regularisierenden Effekt hervorbringt, erweist es sich als vorteilhaft, gleichzeitig auch
im Zielfunktional einen Regularisierungsterm zu beriicksichtigen. Ein Vorteil des vorgeschlagenen Zugangs
besteht in der Moglichkeit, den Kantendetektor k iiber weitere Parameter modifizieren und anpassen zu
kénnen. Die Steuerungsformulierung ermoglicht auflerdem eine primale Auswertung von TV-Regularisie-

rungstermen durch Zerlegung in vorzeichenbeschrankte Steuervariablen.

31 Beispielsweise ergibt die numerische Lésung von (V)2 mit einer indirekten Methode fiir den Ubergang in der Rotating
Sphere Sequence mit ¢ = 0.005, c1(e) = 1250, c2(e) = 3, c3(e) = 1 und ca(e) = 0: AAE = 2.99, MEE = 1.89,

IEE = 4.30. Siehe [ BRUNE 07], p. 82.
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