Der Riemannsche Umordnungssatz fiir bedingt konvergente Reihen

Franka Schorten

1 Definitionen

1.1 Konvergenz

Z,?;O ar, heisst konvergent, wenn die Folge der Partialsummen s,, := ag + a1 + as + ... + a,, konvergiert.

1.2 Divergenz

Eine Reihe, die nicht konvergiert, wird divergent genannt. > .-, ax = oo bedeutet, dass die Folge der
Partialsummen bestimmt divergiert.

1.3 Absolute Konvergenz

> e o ak konvergiert dann absolut, wenn die Folge ihrer Absolutteilsummen z, := |ag |+ a1 |+ -+ + | ay |
beschréinkt ist, d.h. -7 | ax | konvergiert.

1.4 Unbedingte Konvergenz

Sei n : N — N eine bijektive Abbildung (Permutation) mit k& —— n(k), dann heiBt > 7%  a, () eine
Umordnung der Reihe Y 72 ay.
> reo ar = s heiit unbedingt konvergent, wenn jede ihrer Umordnungen wieder konvergiert, und zwar wieder

gegen s, so dass gilt Zzozo a =8 = Z;io Qn(k)-

1.5 Bedingte Konvergenz

Eine konvergente Reihe ZZ’;O ar, = s heifit bedingt konvergent, wenn es eine Umordnung gibt, so dass die
umgeordnete Reihe gegen b # s oder iiberhaupt nicht konvergiert.
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2 Satz: Absolute Konvergenz ist dquivalent zu unbedingter Kon-
vergenz.

Satz 2.1 Ist eine Reihe absolut konvergent, so ist sie auch unbedingt konvergent.

Beweis:

. . . o0 . .. o0 . .
Wir nehmen an d.1e Reihe )~ konvergiere absolut, s sei ihre Summe und ) ;~ ; a, 1) eine ihrer Umord-
nungen. Ferner seien

Sm = astar+-+anm (1)
Sm = Qpytap, +...+an, (2)

die Teilsummen der jeweiligen Reihen. Da >~ | ax| konvergiert, existiert geméss dem Cauchykriterium
fiir jedes € > 0 ein Index K, so dass Vp € N gilt:

|aK+1|+|aK+2|+...+\aK+p\<€. (3)
Zu diesem K bestimmen wir ein kg so, dass {0,1,..., K} C {ng,n1,...,nk,} ist. Fiir m > ko treten die
Glieder ag,...,ax sowohl in s,, als auch in der Summe §,, auf und kommen demzufolge in der Differenz

Sm — Sm nicht mehr vor, die somit folgende Form hat: s,, — 5, = Vx110K+1 + V420K 42 + VK 4pQK4p
mit v; € {—1,0,1}. Folglich ist

|5m = 8m | < lakt1| +|axte |+ +laxsp| <e,

was laut Cauchykriterium gilt, und daher ist (s, — §,,) eine Nullfolge. Da die Summe s,, — s strebt, ergibt
sich nun §,,, = (8, — $m) + Sm — 5, also

oo

Z ap = § = Z an(k)
k=0 k=0

Um die Aquivalenz zwischen absoluter und unbedingter Konvergenz zu beweisen, muss selbstverstindlich
auch die Umkehrung des gerade bewiesenen Satzes gelten. Der nun folgende nach Bernhard Riemann (1826-
1866) benannte Satz prazisiert sogar die Umkehrung des vorherigen Satzes.

Satz 2.2 (Riemannscher Umordnungssatz)
Ist die Reihe ZZOZO ay, bedingt konvergent, so findet man zu jeder beliebigen Zahl s € R eine Umordnung
n: N — N der Glieder mit Y,  an() = 5.

Beweis:
Nun nehmen wir an, die Reihe Z;O:O ar sei konvergent, jedoch konvergiere sie nicht absolut. Ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit wollen wir dabei annehmen, dass alle ay # 0 sind und setzen nun

af = mk‘%:max(akﬂ) (4)
a, = |ak‘fiak:rnax(fak,O). (5)

Es ist ersichtlich, dass die Zahlen a;, a; alle nichtnegativ sind, und demzufolge ist fiir jedes k

ar = a} —a; und (6)
lax| = o +ay. (7)

Wiire eine der beiden Reihen > - af, 7 a; konvergent, so wiirde aus (6) hervorgehen, dass auch die
andere konvergiert. Dann wiirde aus der Gleichung (7) folgen, dass auch Zzio | ar, | konvergiert, was jedoch
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ein Widerspruch zu unserer Annahme ist und demzufolge divergieren die Reihen Y a; und 3" a; .

Es seien nun

{+px} = Teilfolge aller positiven Glieder von {ax} (entsteht durch Streichung der Nullen in {a; }) und
{—qr} := Teilfolge aller negativen Glieder von {aj} (entsteht durch Streichung der Nullen in {a; }).

Da voraussetzungsgemifB alle ay, # 0 sind, tritt jedes Glied der Folge {ax} nur in einer der Teilfolgen {px}
und {—g} auf. Natiirlich sind auch die Reihen > .-, pr und > ;2 gx divergent und infolgedessen gilt:

ng
es existiert ein kleinster Index ng mit Z PE > S,
k=0
no ni
dann ein kleinster Index n; mit Z pE + Z (—qr) < s
k=0 k=0

no ny n2
und wieder ein kleinster Index no mit Z P+ Z (—qr) + Z pr > S
k=0 k=0 k=no+1

Die so entstandene Reihe

P+ Pno +(=q0) + -+ (=Gny) + Prgtr o Py (8)

ist offensichtlich eine Umordnung der Ausgangsreihe und wird mit Zzio an(ky bezeichnet. Mit Hilfe der
Minimaleigenschaft der Indizes ng, ni, no ... kann man die Differenz zwischen s und den Teilsummen be-
tragsméBig durch pp,, qn,; Pny; - - - nach oben abschétzen.

|s—1[po+p1+p2+- 4 Dnoll < Png
|s—1[po+- 4 pn +(—q0) + -+ ()] | < @y
|s—[po+ -4+ Dno +(—q0) + -+ (=) + Pro+1 + - +DPny] | < Do

Da aber die Folgen (¢n,, @ng, -+ -) und (Pngy, Pns, - - -) aufgrund der notwendigen Bedingung fiir die Konvergenz
von Y ay gegen Null streben, erhalten wir daraus, dass leio an(k) gegen s konvergiert und damit gilt

o0
Z An(k) = S- (9)
k=0

Satz 2.3 FEine bedingt konvergente Reihe Y ,-, ai = s kann so umgeordnet werden, dass die neu entstandene
Reihe >"77, an (k) bestimmt gegen +oo divergiert.

Beweis:

Diejenigen Glieder der bedingt konvergenten Reihe Y aj, die nicht negativ sind, sollen in der Reihenfol-
. . . o0 . . . . . . . . .

ge, wie sie in )~ aj auftreten, mit pi,pa,ps,... bezeichnet werden; diejenigen, die negativ sind, mit

—q1,—q2, —q2, ... Dann sind > pg, > ¢x Reihen mit positiven Gliedern, wobei beide divergieren miissen, was

nach Gleichung (7) des vorigen Satzes folgt.

Die Umordung der Reihe Y ay, erfolgt so, dass auf eine Gruppe positiver Glieder ein negatives Glied folgt

und hat die Form

P1 +p2++pm1 —qQ1 +pm1+1 +pm1+2+"'+pm2 —q2 +pm2+1+"" (10)
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Diese Umordnung der Ausgangsreihe wird mit > ;7 | a,x) bezeichnet. Da die Reihe ) pj divergiert und
ihre Teilsummen also nicht beschrinkt sind, kénnen wir zunéchst einen Index

my so grof3 wihlen, dass
p1+p2+--+pm, > 14 q,
dann msy so, dass
pr+p2+ - P A DPm2 > 24 g1+
und allgemein m, > m,_; so wihlen, dass
pr+p2t+- P >Vttt t+q v=1223,...

Daher gilt die Ungleichung
pr+pet A+ Pm — @t P Tt P, — @2t P — @ > 0 (11)

Da v jede natiirliche Zahl sein darf, folgt aus (11), dass die Teilsummen von »_ Gp (k) nicht beschrinkt sind,
und damit gilt die Behauptung.

3 Die Anwendung des Riemannschen Umordnungssatzes auf die
Leibnizreihe

. . . —1)ktt . . . R .
Im folgenden widmen wir uns der Reihe Z;’;l ( 1,1 . Zuerst beweisen wir, dass die Summe der Leibnizreihe

Y orey % = In(2) betriigt, und dann wenden wir den Riemannschen Umordnungssatz auf diese Reihe
an. Die Reihe soll so umgeordnet werden, dass sich als Grenzwert S, = In(n) mit n € N bzw. S, = r1n(2)
mit r € R ergibt. Um uns die Suche nach dieser Umordnung zu erleichtern, muss zunéchst folgender Satz
bewiesen werden.

Satz 3.1 (Schlémilch) Die Funktion f mit f(z) > 0V € [0,00) sei monoton fallend mit lim, . f(z) =0
und lim, ..o - f(z) = A. Wenn in der konvergierenden Reihe >, (—1)F f(k) = s mit k € Ny, die
Glieder so umgeordnet werden, dass immer auf p positive q negative Glieder folgen, so ist die Summe der
umgeordneten Reihe

S=s+ lim z- f(z)- % 1n(§). (12)

r—00

Beweis:
Zum Beweis nehmen wir nun die Voraussetzungen des Satzes an. Sei f mit f(z) > 0Va € [0, 00) eine monoton
fallende Funktion und sei lim, ., f(x) = 0, so konvergiert die alternierende Reihe f(0)— f(1)+ f(2)—f(3) ...

nach dem Leibnizkriterium. Wir setzen nun f(k) := a; Vk € Np und unsere Reihe lautet nun
Som = Gp—a1+az—az+--+azm_2 — A2m—1 (13)
2m—1
= Y (D
k=0
mit lim s, = s.
m— 00

Dagegen sei S(,44), Teilsumme einer Reihe, die durch folgende Umordnung aus der urspriinglichen Reihe
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hervorgeht: Man ldsst immer auf p positive ¢ negative Glieder mit p > ¢ folgen.

S(p+q)n = ap +az +ag +-- +agp—2
—ay —as —as - —a2¢-1
+agy +aspi2 +aopia + - +a4p—2
—a2q+1 —Aa2¢+3 —A2¢+5 - —04q-1
+a2nq74 +a2nq72 +a2nq
+a(2n—2)p +a(2n—2)p+2 +a(2n—2)p+4 +e +a2np72
—Q(2n—2)g+1  TA2n—-2)p+3 TA(2n—2)g+5 T TA2ng-—1
hmn_wo S(p+q)n = S
Setzen wir m = ng, so ist Som = Sopg = a0 — a1 + a2 — -+ - + G2ng—2 — A2ng—1, und wegen p > ¢ enthélt diese

Reihe alle in S, ), vorkommenden negativen Glieder. Daher ist

S(p+q)n — S2nqg = A2ngq + A2ng+2 +...+ A2np—2,

wobei die Summe n(p — q) Glieder enthélt.
Weiterhin gilt folgende Ungleichung, welche aus der vorausgesetzten Monotonie von f folgt.

Hilfssatz 3.2

1 c+rh
E/ f@)de < f()+ fleth)+ flet2h) + -+ flet [r— 1h)
‘ 1 c+rh
< & s@dns @ - e (14)

mit v € N;h,ce R,e>0,h >0

1. Teil der Ungleichung:

IN

1 c+h c+2h c+rh

E[/c f(x)dw+/c+h @) das—l—-~-+/c+(r_l)hf(x)dx]

1 c+h c+2h c+rh

E[/c f(C)dat+/c+h f(c+h)dx+-~-+/C+(r_1)hf(c+[r—llh)dw]
UR[F(e)h+ fe+ h)h+ -+ fle+ [r — 1])h]

F©) + Fle+h) + flet 2h) + -+ fle+ [r — 1]h)

2. Teil der Ungleichung;:

%

cth c+2h ct+rh
1[/ f(x)d:z:+/ f(x)dx+~~+/ F(z)da] + F(c) — flc+rh)

h +h et (r—1)h
1 c+h c+2h
7[/ f(c+h)d9c+/ Fle+2h) da + -

h +h

c+rh
+/ Fle+rh)dz] + £(c) — f(c+rh)

+(r—1)h

[fle+h)h+ f(c+2h)h+---+ f(c+rh)h] + f(c) — f(c+Th)

S =
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= flc+h)+ flc+2h)+ -+ f(cH+7rh)+ f(c) = f(c+rh)

c+rh
< 3 [ i@ s - fles i)

Wenden wir die Ungleichung (14) auf unsere Funktion f an und setzen f(k) = ag, 7= (p — q¢)n, h =2,
¢ =2ngq, c+rh=2nqg+ (p — q)2n = 2np, so erhalten wir:

1 2np

B fx)dz < f(2nq)+ f(2ng+2) +---+ f(2np — 2)
2nq

A2ng + A2ng+2 + - + Aopp—2
= Sp+qn ~ 52gn
1 2np
< 3 (z) dx + asng — a2np-
2nq
Nach Anwendung der Substitutionsregel mit x = ny ergibt sich

1 [2r y 1 [2p
Py f(ny) n=dy < S(p—i—q)n — S2¢n <z
Yy 2 2q

9 f(ny) n y dy + G2ng — A2np-
2q Yy

Hilfssatz 3.3 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Die Funktionen h,g seien auf (a,b) R-integrierbar und es sei g > 0 oder g <0, so I mit
infh < h(u) <suph:

8 b
/ hgdx = h(u)/ gdz [1, S. 477 (15)

Aus (15) folgt mit h(y) = ny f(ny), g(y) = i :

2p

1 / 11 p

—-n n —==-n nu) In(=

57 f(nn) by 2 p f(np) (q)
1

< Sprgn = s2ng < o e () () - g = . (16)

Da die Reihe Y ;7 (—1)¥ ay konvergiert, gilt aufgrund des Konvergenzkriteriums, dass lim, oo a2,q = 0
und lim,,_, o a2np = 0. Falls nun lim,, . ny - f(nu) = A existiert, so folgt daraus

Spta)n — S2ng =5 — 5= % lim z - f(z) ln(g) mit np - f(np) =z - f(x). (17)

r—00

Zu dem gleichen Resultat im Falle p < ¢ gelangen wir, wenn wir die Differenz s2,,4 — S(p4¢)n bilden und
anschliefend analog zu dem vorherigen verfahren, womit der Satz von Schlomilch bewiesen ist.

Nun wenden wir uns wieder der urspriinglichen Aufgabe zu und zeigen, dass
k+1

> T —ue) as)

k=1

was mittels Taylorreihenentwicklung der Funktion f(z) = In(1 + z) erfolgt. Die Funktion f ist auf (—1, 00)
beliebig oft differenzierbar und die ersten n Ableitungen lauten

fl@) = In(zg+1)
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1
f/(fﬂ) = m
-1
f(z) = (1+ 20)2
2
@) =
: n—1)!
M) = 1“((1 - xo))n.
Fiir z > —1 und beliebiges n € N gilt die Gleichung
1 (z—m) -1 (2 —m)?

In(l+z) = In(1+4+zo)+

(+w) 11 " (Uxw)Z 20 7

ne1 (=1 (x — )" W () 9w — @)t
U iy o T e (et 1)

wobei ¥ eine Zahl zwischen 0 und 1 ist. Als Entwicklungsstelle wihlen wir g = 0 und erhalten

2 23 ot "
1n(1—|—x) = q;_?_t'_?_Z_*_,“_’_(_l)n—l;
xn+1 1

S

n+1(1+ Jda)ntt’

Um die Funktion als Taylorreihe darstellen zu kénnen, muf iiberpriift werden, fiir welche Werte von x die
Folge der Restglieder R, (z) gegen 0 strebt. Fiir 0 < z <1 ist

Ru) | = (T e ] (19
(@) | =](— < :
n+1(1+ dz)nH! n+1
Demzufolge ist fiir diese 2 lim,, o Ry (z) = 0 und somit gilt:
2 3 4 o0 k
1n(1+x)=x—%+%—%+~--z (—1)’““% fiir 0 < 2 < 1. (20)
k=1
Setzen wir = 1, so erhalten wir aus (20) unsere Behauptung > .-, # =1In(2) = s.

Nun suchen wir Umordnungen der Leibnizreihe Y 72 (—1)*™ f(k) mit f(k) = 4, die als Reihensumme
zum einen S, = In(n) mit n € N und zum anderen S, = r In(2) mit r € Z ergeben. Da die Funktion
f(@) = L mit lim, .o f(z) = 0 monoton fallend ist und lim, .o @ - f(z) = 1, ldsst sich der Satz von
Schlémilch auf diese Reihe anwenden, sofern voraussetzungsgeméfl die Umordnung so erfolgt, dass auf p
positive Glieder stets ¢ negative folgen, womit dann gilt: S = In(2)+ 4 In(£) = In(2) +1n(\/%). Wir beginnen

mit S, = In(n) und erhalten

In(n) = In(2)+1n(n) —In(2)

= In(2)+ ln(g).

Offensichtlich ist hier der Satz von Schlémilch anwendbar, und aus In(%) = ln(\/% ) ergibt sich das Verhéltnis

n
2
der Zahlen aufeinanderfolgender positiver und negativer Glieder mit 23 = %2.
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Fiir S, = r1n(2) erfolgt dies analog:

rin(2) = In(2") = ln(2’4_1 -2)
In(2) + In(2"1)

= In(2)+ ln(\/f)

Aus \/% = 271 ergibt sich folgendes Verhéltnis von p und g in der umgeordneten Reihe: % =
Aus dem Satz von Schlomilch geht ebenfalls hervor, dass man Umordnungen jeder beliebigen Reihe er-
zeugen kann — sofern sie den Voraussetzungen des Satzes entspricht — fiir welche die neue Reihe gegen den
gleichen Grenzwert konvergiert wie die urspriingliche Reihe. Dies ist dann der Fall, wenn auf p positive auch
p negative Glieder folgen, denn ln(g) =In(1) = 0 fiir p = ¢, und daraus folgt S = s.

Zusammenfassung

Behiilt man die Reihenfolge der positiven und der negativen Glieder, wie sie in einer bedingt konvergen-
ten Reihe auftreten, bei, so kann man durch Umordnung jeden beliebigen Grenzwert erzeugen oder die neue
Reihe sogar divergieren lassen. Erginzend zum Riemannschen Umordnungssatz, welcher nur die Mdoglich-
keit einrdumt, durch Umordnung bestimmte Grenzwerte zu erzeugen, liefert der Satz von Schlémilch unter
bestimmten Voraussetzungen sogar die Anordnung der Glieder in der umgeordneten Reihe. Die Frage, was
geschieht, wenn man die Reihenfolge der positiven und negativen Glieder der Reihe bei der Umordnung nicht
beibehélt, bleibt noch offen.
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