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Zwei Gegenbeispiele bei der Relaxation von mehrdimensionalen
Steuerungsproblemen

Marcus Wagner

1. Einleitung.

a) Eine Modellaufgabe.

Wir legen folgende mehrdimensionale Steuerungsaufgabe zugrunde:

(P): F (x) =
∫

Ω

f( Jx(t) ) dt −→ inf ! ; x ∈
◦

W1,n
∞ (Ω) ; (1.1)

Jx(t) =


∂x1

∂t1
(t) ...

∂x1

∂tm
(t)

... ...
∂xn

∂t1
(t) ...

∂xn

∂tm
(t)

 ∈ K ⊂ Rn×m (∀) t ∈ Ω . (1.2)

Darin wählen wir n > 1, m > 2, Ω ⊂ R
m als Abschluß eines beschränkten Lipschitzgebietes im strengen

Sinne, K ⊂ Rnm als konvexen Körper mit o ∈ int (K) und f(v) : K → R als stetige Funktion.

b) Gegenstand und Gliederung der vorliegenden Arbeit.

Das Problem (P) dient als Modellaufgabe innerhalb der Klasse der sogenannten Dieudonné-Rashevsky-
Probleme: mehrdimensionale Steuerungsaufgaben, in denen partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung
(Jx(t) = G(t, x(t), u(t)) ) zusammen mit allgemeineren Randbedingungen, Phasen- und Steuerbeschrän-
kungen auftreten (siehe [ 6 ] , [ 18 ] , [ 19 ] , [ 20 ] , [ 21 ] , [ 27 ] ). Derartige Aufgaben ergeben sich beispielsweise
bei der Anwendung des Prinzips der stationären Wirkung auf die Torsion prismatischer Stäbe (St.-Venantsche
Torsion und Wölbkrafttorsion bei elastischem Materialverhalten (vergleiche [ 22 ] , pp. 8 – 20), elastisch-
plastische Torsion (siehe [ 25 ] , p. 531 f., [ 26 ] )) oder bei der Optimierung von Kenngrößen konvexer Körper,
die mit Hilfe ihrer Stützfunktion in Kugelkoordinaten beschrieben werden (siehe [ 1 ] und [ 2 ] , p. 149 f.).
Variationsprobleme mit “convexity constraints” (vergleiche [ 5 ] , [ 16 ] , [ 17 ] ) können ebenfalls als Dieudonné-
Rashevsky-Probleme formuliert werden, indem man die Konvexität einer Lipschitzfunktion auf Ω durch die
Variationsungleichung 〈∇x(s)−∇x(t) , s−t 〉 > 0 (∀) s, t ∈ int (Ω) charakterisiert (vergleiche [ 28 ] ). Analog
zu Aufgaben der mehrdimensionalen Variationsrechnung kann die Existenz von (globalen) Minimalstellen
erst nach Relaxation der Aufgabe garantiert werden. Im Falle unserer Modellaufgabe (P) müssen wir dazu
eine Funktion f#(v) : K → R mit folgenden Eigenschaften aufsuchen:

(1) f#(v) 6 f(v) für alle v ∈ K, also F#(x) =
∫

Ω

f#( Jx(t) ) dt 6
∫

Ω

f( Jx(t) ) dt = F (x) für alle in (P)

zulässigen Funktionen.

(2) Für alle Folgen in (P) zulässiger Funktionen {xN } mit xN ∗−⇀ Ln
∞(Ω) x̂ und JxN ∗−⇀ Lnm

∞ (Ω) Jx̂ gilt:
F#(x̂) 6 lim inf

N→∞
F#(xN ).

(3) Der (unter den obigen Voraussetzungen endliche) Minimalwert von (P) stimmt mit dem Minimalwert
der folgenden Aufgabe (P)# überein:

(P)#: F#(x) =
∫

Ω

f#( Jx(t) ) dt −→ inf ! ; x ∈
◦

W1,n
∞ (Ω) ; Jx(t) ∈ K (∀) t ∈ Ω . (2)
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Gelingt es, eine Funktion f# : K → R mit den Eigenschaften (1) – (3) zu finden, so kann man in jeder Mini-
malfolge {xN } von (P) eine Teilfolge {xN ′ } finden, die zusammen mit ihren verallgemeinerten Ableitungen
schwach∗ (im Sinne des L

n
∞(Ω) bzw. des L

nm
∞ (Ω) ) gegen eine globale Minimalstelle x̂ von (P)# konvergiert.

Für mehrdimensionale Aufgaben der Variationsrechnung ist f# bekannt; unter geeigneten Voraussetzungen
erhält man für n = 1 die konvexe Hüllfunktion fc und für n > 2 die quasikonvexe Hüllfunktion fqc von f (ver-
gleiche [ 7 ] , p. 228 ff., Theorem 2.1.). Dagegen liegen für vergleichbare mehrdimensionale Steuerungsprob-
leme bisher ausschließlich Untersuchungen zum Fall n = 1 vor (vergleiche [ 11 ] , p. 327, Corollary 2.17.,
zusammen mit p. 334, Proposition 3.4., und p. 335 f., Proposition 3.6.). In [ 19 ] , [ 20 ] und [ 21 ] wurden
notwendige Optimalitätsbedingungen für Aufgaben (P) für den Fall hergeleitet, daß der Integrand f durch
seine konvexe Hüllfunktion fc ersetzt werden darf. Es ist jedoch für jedes n > 2 möglich, eine Aufgabe (P)
anzugeben, worin die Ersetzung von f durch fc den Minimalwert absenkt (siehe [ 18 ] , pp. 20 – 23, Beispiel
2). Wie in den Aufgaben der mehrdimensionalen Variationsrechnung ist vielmehr zu erwarten, daß f# eine
quasikonvexe Funktion sein muß.
In der vorliegenden Arbeit sollen zwei Beispiele vorgestellt werden, mit denen die Eigenschaften der gesuchten
Funktion f# im Fall n > 2 näher bestimmt werden. Das erste Beispiel zeigt, daß man im allgemeinen nicht
mit der Bildung der quasikonvexen Hüllfunktion für eine finite Fortsetzung von f auf den Gesamtraum R

nm

auskommt. Vielmehr muß man f auf Rnm \K mit (+∞) fortsetzen und quasikonvexe Funktionen mit Werten
in R = R ∪{ (+∞) } untersuchen. Eine naheliegende Vermutung ist dann, daß man f# erhält, indem man
in der Darstellungsformel

fqc(v) = inf
{ 1
|Ω |

∫
Ω

f( v + Jx(t) ) dt
∣∣ x ∈

◦
W1,n
∞ ( Ω ) , v + Jx(t) ∈ Rnm (∀) t ∈ Ω

}
(3)

(siehe [ 7 ] , p. 201, Theorem 1.1., (4) ) für die quasikonvexe Hüllfunktion nur solche Funktionen x berücksich-
tigt, die zusätzlich die Nebenbedingung v + Jx(t) ∈ K (∀) t ∈ Ω einhalten. Die entsprechende eingeschränkt
quasikonvexe Hüllfunktion f∗ wurde in [ 8 ] (im Spezialfall bereits in [ 14 ] ) eingeführt und untersucht (siehe
Definition 2.9. unten). Aus dem zweiten Beispiel geht hervor, daß auch f∗ im allgemeinen nicht die oben
genannten Eigenschaften (1) – (3) besitzt. In [ 28 ] wird gezeigt, daß man stattdessen die unterhalbstetige
Hüllfunktion von f∗ benutzen muß.
Dementsprechend gliedern wir die Arbeit wie folgt: In Abschnitt 2 stellen wir Aussagen über konvexe und
quasikonvexe Funktionen zusammen, wobei auch die letzteren Werte in R annehmen dürfen; außerdem
führen wir die Hüllfunktion f∗ ein. Die angekündigten Beispiele folgen dann in den Abschnitten 3 und 4.

c) Zur Notation.

In der gesamten Arbeit sollen nur “eigentliche” Funktionen f : Rnm → R betrachtet werden; wir setzen
stets dom (f) = { v ∈ Rnm

∣∣ f(v) < (+∞) } 6= Ø voraus.

Definition 1.1. (Funktionenklasse FK): Sei K ⊂ R
nm ein konvexer Körper mit o ∈ int (K). Eine

Funktion f : Rnm → R = R ∪{ (+∞) } gehört zur Klasse FK, falls f
∣∣ K ∈ C

0(K ) und f
∣∣ (Rnm \K)

≡ (+∞).

Weitere Bezeichnungen:
◦

W1,n
∞ (Ω) — der Raum aller Lipschitz-stetigen n-Vektorfunktionen auf Ω, deren Kom-

ponenten auf ∂Ω verschwinden; L
nm
∞ (Ω) — der Raum aller (Äquivalenzklassen von) meßbaren, wesentlich

beschränkten nm-Vektorfunktionen auf Ω; C
0(K) — der Raum aller stetigen Funktionen auf K. f

∣∣ A be-
zeichnet die Einschränkung von f auf A; die Abkürzung (∀) t ∈ Ω ist zu lesen als “für fast alle t ∈ Ω”
bzw. “für alle t ∈ Ω mit Ausnahme einer m-dimensionalen Lebesgueschen Nullmenge”.
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2. Quasikonvexe Funktionen.

a) Verallgemeinerte Konvexitätsbegriffe.

Definition 2.1. (konvexe Funktion, Rang-1-konvexe Funktion): 1) Eine Funktion f : Rnm → R

heißt konvex, wenn sie für alle v′, v′′ ∈ Rnm die Jensensche Ungleichung erfüllt:

f( λ′ v′ + λ′′ v′′ ) 6 λ′ f(v′) + λ′′ f(v′′) ∀λ′ , λ′′ > 0 , λ′ + λ′′ = 1 . (4)

2) Eine Funktion f : Rnm → R heißt Rang-1-konvex, wenn sie die Jensensche Ungleichung entlang aller
Rang-1-Richtungen erfüllt: Für alle (als (n, m)-Matrizen aufgefaßten) v′, v′′ ∈ Rnm gilt

Rg (v′ − v′′) 6 1 =⇒ f(λ′ v′ + λ′′ v′′ ) 6 λ′ f(v′) + λ′′ f(v′′) ∀λ′ , λ′′ > 0 , λ′ + λ′′ = 1 . (5)

Für Funktionen f : Rnm → R besteht für alle n > 1, m > 1 die Implikation f konvex =⇒ f Rang-1-
konvex ([ 7 ] , p. 102, Theorem 1.1., i) ); für n = 1 oder m = 1 besteht sogar Äquivalenz f konvex ⇐⇒ f

Rang-1-konvex ([ 7 ] , p. 102, Theorem 1.1., ii) ).

Definition 2.2. (konvexe Hüllfunktion fc, Rang-1-konvexe Hüllfunktion frc): Sei f : Rnm → R

nach unten beschränkt.

1) Die konvexe Hüllfunktion fc : Rnm → R ist erklärt durch

fc(v) = sup
{

g(v)
∣∣ g : Rnm → R konvex, g(v) 6 f(v) ∀ v ∈ Rnm

}
. (6)

2) Die Rang-1-konvexe Hüllfunktion frc : Rnm → R ist erklärt durch

frc(v) = sup
{

g(v)
∣∣ g : Rnm → R Rang-1-konvex, g(v) 6 f(v) ∀ v ∈ Rnm

}
. (7)

Für jede nach unten beschränkte Funktion f : Rnm → R bestehen für alle v ∈ R
nm die Ungleichungen

fc(v) 6 frc(v) 6 f(v).

Definition 2.3. (quasikonvexe Funktion mit Werten in R, quasikonvexe Hüllfunktion fqc für
Funktionen mit Werten in R): 1) (vergleiche [ 7 ] , p. 99, Definition ii) ) Eine Funktion f : Rnm → R

heißt quasikonvex, wenn sie Borel-meßbar und auf jeder kompakten Teilmenge von R
nm integrabel ist und

für alle v ∈ Rnm die Morreysche Integralungleichung erfüllt:

f(v) 6
1
|Ω |

∫
Ω

f( v + Jx(t) ) dt ∀x ∈
◦

W1,n
∞ (Ω) ; (8.1)

das ist gleichbedeutend mit

f(v) = inf
{ 1
|Ω |

∫
Ω

f( v + Jx(t) ) dt
∣∣ x ∈

◦
W1,n
∞ ( Ω ) , v + Jx(t) ∈ Rnm (∀) t ∈ Ω

}
. (8.2)

Hierbei entsteht Ω ⊂ Rm als Abschluß eines beschränkten Lipschitzgebietes im strengen Sinne.

2) Sei f : Rnm → R nach unten beschränkt. Die quasikonvexe Hüllfunktion fqc : Rnm → R ist erklärt durch

fqc(v) = sup
{

g(v)
∣∣ g : Rnm → R quasikonvex, g(v) 6 f(v) ∀ v ∈ Rnm

}
. (9)

Für Funktionen f : Rnm → R bestehen für alle n > 1, m > 1 folgende Implikationen: f konvex =⇒ f

quasikonvex =⇒ f Rang-1-konvex ([ 7 ] , p. 102, Theorem 1.1., i) ); wenn n = 1 oder m = 1, so sind die
Begriffe äquivalent: f konvex ⇐⇒ f quasikonvex ⇐⇒ f Rang-1-konvex ([ 7 ] , p. 102, Theorem 1.1.,
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ii) ). Die Erweiterung von Definition 2.3., 1) auf Funktionen mit Werten in R wird unten durch Definition
2.7. gegeben. Für jede nach unten beschränkte Funktion f : Rnm → R bestehen für alle v ∈ Rnm folgende
Ungleichungen zwischen den Hüllfunktionen: fc(v) 6 fqc(v) 6 frc(v) 6 f(v).

Satz 2.4. (Darstellung der konvexen Hüllfunktion fc):
1) ([ 7 ] , p. 201, Theorem 1.1., (1) ) Wenn f : Rnm → R nach unten beschränkt ist, so folgt:

fc(v) = inf
{ ∑nm+1

s=1 λs f(vs)
∣∣ ∑

s
λs = 1 ,

∑
s

λs vs = v , 0 6 λs 6 1 , vs ∈ Rnm , 1 6 s 6 nm + 1
}

. (10)

2) Wenn f ∈ FK und Φ eine k-dimensionale Facette von K ist, 0 6 k 6 nm, so besitzt fc(v) für alle v ∈ Φ
die Darstellung

fc(v) = inf
{ ∑ k+1

s=1 λs f(vs)
∣∣ ∑

s
λs = 1 ,

∑
s

λs vs = v , 0 6 λs 6 1 , vs ∈ Φ , 1 6 s 6 k + 1
}

. (11)

Insbesondere ist fc(v) = f(v) für alle v ∈ ext (K). Für alle v ∈ Rnm \K ist fc(v) = (+∞). Außerdem ist
fc auf int (K) stetig und auf ganz Rnm unterhalbstetig.

3) Wenn f : Rnm → R nach unten beschränkt und unterhalbstetig ist (dies gilt insbesondere für f ∈ FK),
so genügt es, bei der Bildung von fc nur affin-lineare Funktionen zuzulassen:

fc(v) = sup
{

g(v)
∣∣ g : Rnm → R affin-linear, g(v) 6 f(v) ∀ v ∈ Rnm

}
. (12)

Beweis: 2) folgt unmittelbar aus 1). 3) ergibt sich aus [ 13 ] , p. 163, Folgerung 1.

b) Rechnen mit Jacobimatrizen.

Lemma 2.5. (Rechenregeln für Integrale mit Jx( · ) ):

1) Für beliebige Funktionen x ∈
◦

W1,n
∞ ( Ω ) gilt

∫
Ω

∂xi

∂tj
(t) dt = 0 für alle 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m.

2) Gegeben seien eine Funktion x ∈
◦

W1,n
∞ ( Ω ) und eine Hyperebene H = { v ∈ Rnm

∣∣ 〈 a , v 〉 = 0 } durch
den Nullpunkt. Aus 〈 a , Jx(t) 〉 > 0 (∀) t ∈ Ω folgt dann: 〈 a , Jx(t) 〉 = 0 (∀) t ∈ Ω.

Beweis: 1) ergibt sich durch Anwendung des Gaußschen Satzes ([ 12 ] , p. 133, Theorem 1, (ii) ) auf f(t) =
xi(t) sowie ϕ1(t), ... , ϕj−1(t), ϕj+1(t), ... , ϕm(t) ≡ 0 und ϕj(t) ≡ 1.

2) Wenn 〈 a , Jx(t) 〉 > 0 (∀) t ∈ Ω1 ⊆ Ω mit |Ω1 | > 0 und 〈 a , Jx(t) 〉 > 0 auf Ω2 = Ω \ Ω1, so folgt mit 1):∫
Ω

∑
i,j

aij
∂xi

∂tj
(t) dt =

∫
Ω1

∑
i,j

aij
∂xi

∂tj
(t) dt +

∫
Ω2

∑
i,j

aij
∂xi

∂tj
(t) dt = S1 + S2 = 0 . (13)

Wegen S1 > 0 und S2 > 0 entsteht ein Widerspruch.

Lemma 2.6.: Sei Ω ⊂ R
m Abschluß eines Lipschitzgebiets im strengen Sinne und x ∈

◦
W1,n
∞ (Ω). Wenn

die Jacobimatrix Jx(t) für λm-fast alle t ∈ Ω in der Hyperebene Hij = { v ∈ Rnm
∣∣ vij = 0 } liegt, so ist

xi(t) ≡ 0.

Beweis: Wir betrachten zu τ ∈ Rm−1 den Schnitt Sτ = Ω ∩ { t ∈ Rm
∣∣ t1 = τ1, ... , tj−1 = τj−1, tj+1 =

τj+1, ... , tm = τm }. Nach Voraussetzung bilden die t ∈ Ω mit ∂xi(t)/∂tj 6= 0 eine λm-Nullmenge; daraus
folgt mit [ 10 ] , p. 232, Satz 13.21.5., daß die tj ∈ Sτ mit ∂xi(τ1, ... , τj−1, tj , τj+1, ... , τm)/∂tj 6= 0 für
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λm−1-fast alle τ ∈ Rm−1 eine λ1-Nullmenge bilden. Nach [ 12 ] , p. 164, Theorem 2, ist xi für λm−1-fast alle
τ ∈ Rm−1 entlang des Schnittes Sτ eine absolutstetige Funktion von tj , das bedeutet:

xi(τ1, ... , τj−1, tj , τj+1, ... , τm)− xi(τ1, ... , τj−1, tj,0, τj+1, ... , τm)

=
∫ tj

tj,0

∂

∂tj
xi(τ1, ... , τj−1, t̃j , τj+1, ... , τm) dt̃j . (14)

xi bleibt also als Funktion von tj entlang λm−1-fast allen Schnitten konstant. Jeder dieser Schnitte hat
mindestens einen Punkt mit ∂Ω gemeinsam, wo xi verschwindet; also ist xi ≡ 0 entlang λm−1-fast allen
Schnitten Sτ . Da umgekehrt xi für festgehaltenes tj auch als Funktion von τ stetig ist, ergibt sich hieraus
xi(t) ≡ 0.

c) Quasikonvexe Funktionen, die den Wert (+∞) annehmen können.

Definition 2.7. (quasikonvexe Funktion mit Werten in R): Eine Funktion f : Rnm → R mit folgenden
Eigenschaften heißt quasikonvex:

1) dom (f) ⊆ Rnm ist eine Borelsche Menge;

2) f
∣∣ dom (f) ist Borel-meßbar und auf jeder kompakten Teilmenge von dom (f) integrierbar;

3) für alle v ∈ Rnm erfüllt f die Morreysche Integralungleichung (siehe Definition 2.3., 1) ).

Anmerkungen: a) In jeder Äquivalenzklasse Jx ∈ L
nm
∞ (Ω) können wir einen Borel-meßbaren Reprä-

sentanten u wählen (es gibt einen Repräsentanten zweiter Bairescher Klasse (siehe [ 4 ] , p. 406, Satz 5), der
nach [ 4 ] , p. 403, Satz 4 Borel-meßbar ist). Dann ergibt sich aus 1) und 2), daß die verketteten Funktionen
f( v + u( · ) ) und 1dom (f)( v + u( · ) ) Borel-meßbar und wesentlich beschränkt, also integrierbar sind. Man
beachte, daß die Abänderung des Integranden f auf einer Lebesgueschen Nullmenge des Rnm nicht statthaft
ist.

b) Wir benutzen im übrigen die Konvention, wonach das Integral
∫
A

(+∞) dt Null oder (+∞) zu setzen ist,
je nachdem A eine m-dimensionale Lebesguesche Nullmenge ist oder positives Maß besitzt.

c) Genügt eine finite, meßbare, lokal beschränkte Funktion f : Rnm → R der Morreyschen Integralunglei-
chung, so ist sie Rang-1-konvex und nach [ 7 ] , p. 29, Theorem 2.3., 2) auf ganzRnm stetig. Umgekehrt ist jede
finite, stetige Funktion f meßbar und lokal beschränkt. Daher kann bei der Definition der Quasikonvexität
für finite Funktionen f : Rnm → R von vornherein die Stetigkeit von f verlangt werden.

d) Weite Teile der vorhandenen Theorie quasikonvexer Funktionen wurden unter der Voraussetzung for-
muliert und bewiesen, daß die betreffenden Funktionen nur Werte in R annehmen. Indem wir auch den
Wert (+∞) zulassen, müssen wir die Gültigkeit der entsprechenden Aussagen jeweils von neuem überprüfen.

Satz 2.8. (Morreysche Integralungleichung bei Funktionen mit dom (f) = K): Sei K ⊂ R
nm ein

konvexer Körper mit o ∈ int (K). Gegeben sei eine Funktion f : Rnm → R mit dom (f) = K. f
∣∣ K sei

meßbar und beschränkt. Dann gelten folgende Aussagen:

1) In allen Punkten v ∈ Rnm \K gilt die Morreysche Integralungleichung in der Gestalt (+∞) 6 (+∞).

2) f erfüllt die Morreysche Integralungleichung in v ∈ K genau dann, wenn gilt:

f(v) = inf
{ 1
|Ω |

∫
Ω

f( v + Jx(t) ) dt
∣∣ x ∈

◦
W1,n
∞ ( Ω ) , v + Jx(t) ∈ K (∀) t ∈ Ω

}
. (15)

3) Sei Φ ⊆ K eine k-dimensionale Facette von K, 0 6 k 6 nm. f erfüllt die Morreysche Integralungleichung
in v ∈ Φ genau dann, wenn gilt:

f(v) = inf
{ 1
|Ω |

∫
Ω

f( v + Jx(t) ) dt
∣∣ x ∈

◦
W1,n
∞ ( Ω ) , v + Jx(t) ∈ Φ (∀) t ∈ Ω

}
. (16)
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Beweis: 1) Sei v /∈ K und x ∈
◦

W1,n
∞ (Ω). Wäre dann gleichzeitig v + Jx(t) ∈ K (∀) t ∈ Ω, so ergibt sich

mit Lemma 2.5., 1) : vij =
1
|Ω |

∫
Ω

(
vij +

∂xi

∂tj
(t)

)
dt, und aus der Konvexität des Integrals (siehe [ 3 ] ,

Chap. IV, § 6, p. 204, Corollaire) entsteht ein Widerspruch, weil die Matrix
( 1
|Ω |

∫
Ω

(
vij +

∂xi

∂tj
(t)

)
dt

)
i,j

in cl co (K) = K liegen muß. Also gilt v + Jx(t) ∈ R
nm \K auf einer t-Menge positiven Maßes. Da die

Bedingungen 1), 2) aus Definition 2.7. erfüllt sind, ist dann
∫

Ω

f( v +Jx(t) ) dt = (+∞), und die Morreysche

Integralungleichung gilt in der Gestalt (+∞) 6 (+∞).

2) Ist v ∈ K und v+Jx(t) ∈ Rnm \K für eine t-Menge positiven Maßes, so gilt ebenfalls
∫

Ω

f( v+Jx(t) ) dt =

(+∞), so daß die betreffenden Funktionen x bei der Infimumbildung nicht berücksichtigt werden müssen.

3) Nach 2) erfüllt f die Morreysche Integralungleichung in v ∈ Φ genau dann, wenn gilt:

f(v) = inf
{ 1
|Ω |

∫
Ω

f( v + Jx(t) ) dt
∣∣ x ∈

◦
W1,n
∞ ( Ω ) , v + Jx(t) ∈ K (∀) t ∈ Ω

}
. (17)

Für Φ = K ist die Behauptung richtig; sei also Φ ⊂ K. Dann existiert eine endliche Folge Φ = Φ0 ⊂
Φ1 ⊂ ... ⊂ Φs = K von Facetten von K mit der Eigenschaft, daß jeweils keine Facette Φ̃i mit Φi $ Φ̃i $
Φi+1 existiert, 0 6 i 6 s − 1. Daraus folgt: Dim (Φ0) < Dim (Φ1) < ... < Dim (Φs) = nm, und nach
[ 23 ] , p. 63, ist jede Facette Φi eine exponierte Facette ihres Nachfolgers Φi+1. Sei zunächst v ∈ Φ und
v + Jx(t) ∈ K (∀) t ∈ Ω. Dann folgt: v ∈ Φs−1 = Φs ∩ Hs−1, wobei Hs−1 = { v ∈ Rnm

∣∣ 〈 as−1 , v 〉 = bs−1 }
Stützhyperebene für Φs = K ist, das bedeutet 〈 as−1 , v+Jx(t) 〉 > bs−1 (∀) t ∈ Ω. Also ist 〈 as−1 , Jx(t) 〉 > 0
(∀) t ∈ Ω, und daraus folgt mit Lemma 2.5., 2): 〈 as−1 , Jx(t) 〉 = 0 (∀) t ∈ Ω und v +Jx(t) ∈ Φs−1 (∀) t ∈ Ω.
Nun ist Φs−2 = Φs−1 ∩ Hs−2 bezüglich Φs−1 exponiert, wobei Hs−2 = { v ∈ Rnm

∣∣ 〈 as−2 , v 〉 = bs−2 }
Stützhyperebene für Φs−1 ist, und allgemein ist Φi−1 = Φi ∩ Hi−1 bezüglich Φi exponiert, 1 6 i 6 s − 1.
Man schließt wie oben, bis sich v + Jx(t) ∈ Φ0 = Φ (∀) t ∈ Ω ergibt.

d) Die eingeschränkt quasikonvexe Hüllfunktion f∗.

Definition 2.9. (auf K bezogene Hüllfunktion f∗): Sei K ⊂ Rnm ein konvexer Körper mit o ∈ int (K)
und f ∈ FK. Dann definieren wir für alle v ∈ Rnm:

f∗(v) = inf
{ 1
|Ω |

∫
Ω

f( v + Jx(t) ) dt
∣∣ x ∈

◦
W1,n
∞ ( Ω ) , v + Jx(t) ∈ K (∀) t ∈ Ω

}
. (18)

Anmerkungen: a) Die Funktion f∗ wurde in [ 14 ] , p. 356, für den Spezialfall einer Normkugel K um den
Nullpunkt und in [ 8 ] , p. 27, Theorem 7.2., für beliebige konvexe Körper K eingeführt. In beiden Fällen
wurde ebenfalls f ∈ C

0(K) vorausgesetzt. In [ 8 ] wird a. a. O. gezeigt, daß f∗ in allen v ∈ int (K) stetig ist
und dort die Morreysche Integralungleichung erfüllt.

b) f∗ entsteht als punktweises Infimum der überabzählbaren Familie { fx

∣∣ x ∈
◦

W1,n
∞ (Ω) } mit fx : Rnm → R

gemäß v 7−→ fx(v) =
1
|Ω |

∫
Ω

f( Jx(t) + v ) dt .

Satz 2.10. (Bildung von f∗): Sei f ∈ FK und Φ eine k-dimensionale Facette von K, 0 6 k 6 nm. Dann
gelten folgende Aussagen:
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1) Für alle v ∈ Φ gilt

f∗(v) = inf
{ 1
|Ω |

∫
Ω

f( v + Jx(t) ) dt
∣∣ x ∈

◦
W1,n
∞ ( Ω ) , v + Jx(t) ∈ Φ (∀) t ∈ Ω

}
. (19)

2) Insbesondere gilt für alle v ∈ ext (K): f∗(v) = f(v).

3) Für alle v ∈ Rnm \K gilt f∗(v) = (+∞).

Beweis: 1) Aus Satz 2.8., 3) ergibt sich unmittelbar (20)

inf
{ 1
|Ω |

∫
Ω

f( v+Jx(t) ) dt
∣∣ x ∈

◦
W1,n
∞ ( Ω ) , v+Jx(t) ∈ K (∀) t ∈ Ω

}
= inf

{
... v+Jx(t) ∈ Φ (∀) t ∈ Ω

}
.

2) Sei v ∈ ext (K). Nach 1) ist dann das Infimum bei der Bildung von f∗(v) allein über x = o zu erstrecken,
also folgt f∗(v) = f(v).

3) Aus dem Beweis von Satz 2.8., 2) ist ersichtlich, daß für v ∈ Rnm \K das Infimum in Definition 2.9. über
eine leere Menge gebildet wird und daher (+∞) beträgt.

Satz 2.11. (f∗ als obere Schranke für quasikonvexe Funktionen g 6 f): 1) Sei f ∈ FK. Für jede
quasikonvexe Funktion g : Rnm → R gilt: Aus g(v) 6 f(v) ∀ v ∈ Rnm folgt g(v) 6 f∗(v) ∀ v ∈ Rnm.

2) Wenn f ∈ FK, so gilt:

fc(v) 6 f∗(v) 6 f(v) ∀ v ∈ Rnm . (21)

Beweis: 1) Sei g wie vorausgesetzt, aber f∗(v0) < g(v0) für ein v0 ∈ K. Dann existiert ein x ∈
◦

W1,n
∞ (Ω) mit

v0 + Jx(t) ∈ K (∀) t ∈ Ω und

f∗(v0) 6
1
|Ω |

∫
Ω

f( v0 + Jx(t) ) dt < g(v0) . (22)

Das führt zum Widerspruch, denn für die quasikonvexe Funktion g und das soeben gewählte x gilt gleichzeitig

g(v0) 6
1
|Ω |

∫
Ω

g( v0 + Jx(t) ) dt 6
1
|Ω |

∫
Ω

f( v0 + Jx(t) ) dt . (23)

2) Nach Satz 2.4., 3) entsteht fc zu f ∈ FK als punktweises Supremum aller affin-linearen Funktionen g 6 f .

Diese Funktionen sind quasikonvex, also gilt für beliebige v ∈ Rnm und x ∈
◦

W1,n
∞ (Ω):

g(v) 6
1
|Ω |

∫
Ω

g( v + Jx(t) ) dt 6
1
|Ω |

∫
Ω

fc( v + Jx(t) ) dt =⇒ (24.1)

fc(v) = sup
g ∈ ...

g(v) 6
1
|Ω |

∫
Ω

fc( v + Jx(t) ) dt , (24.2)

und fc erfüllt die Morreysche Integralungleichung. Als unterhalbstetige Funktion mit dom (fc) = K genügt
fc auch den Bedingungen 1) und 2) aus Definition 2.7. Die Ungleichung fc(v) 6 f∗(v) ergibt sich dann aus
Teil 1), und die Ungleichung f∗(v) 6 f(v) folgt aus der Zulässigkeit von x ≡ o bei der Infimumbildung für
alle v ∈ K.

3. Erstes Beispiel: Endliche oder unendliche Fortsetzung von f auf Rnm \K?

Das folgende Beispiel bezieht sich auf Funktionen von Argumenten v =
(
a b
c d

)
∈ R

2×2, die wir als (2, 2)-

Matrizen auffassen. Als Norm benutzen wir | v | =
(
a2 + b2 + c2 + d2

)1/2. Wir geben einen konvexen
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Körper K ⊂ R
2×2 und eine Funktion f ∈ FK an, so daß für jede finite, stetige Fortsetzung f̃ : R2×2 → R

von f
∣∣ K auf R2×2 ein Punkt v ∈ K mit f̃c(v) 6 f̃qc(v) < f c(v) existiert. (Demzufolge kann fc

∣∣ K nicht
zu einer endlichen, konvexen Funktion auf R2×2 fortgesetzt werden, vergleiche [ 24 ] , p. 505, Theorem 1.)
Nach Satz 2.4., 2) und dem Beweis zu Satz 2.11., 2) handelt es sich jedoch bei fc um eine unterhalbstetige,
quasikonvexe Funktion. Also ist keine der Funktionen f̃qc die größte quasikonvexe Funktion g 6 f . (Die
Idee zur Konstruktion von K läßt sich bis zu [ 15 ] , p. 698 f., zurückverfolgen.)

Definition 3.1.: Gegeben seien die Punkte v1 =
(−1−1

0 0

)
und v2 =

(
1−1
0 0

)
und die konvexe Menge C =

{
(

0 b
c d

)
∈ R

2×2
∣∣ b2 + c2 + d2 6 1 }. Wir erklären K = co

(
{ v1 } ∪ C

)
∪ co

(
{ v2 } ∪ C

)
⊂ R

2×2 und
f : R2×2 → R gemäß

f(v) =

{(
a2 − 1

)2 ∣∣ v ∈ K ;
(+∞)

∣∣ v ∈ R2×2 \K .
(25)

Lemma 3.2. (Eigenschaften von K): 1) K ist abgeschlossen und konvex mit o4 ∈ int (K) und besitzt die
Darstellung K = {

(
a b
c d

)
∈ R2×2

∣∣ − 1 6 a 6 1 , ( b + | a | )2 + c2 + d2 6 ( 1− | a | )2 }.

2) ext (K) = { v1 , v2 } ∪
(
ext (C) \ {

(
0−1
0 0

)
}

)
.

Beweis: 1) K kann als Durchschnitt der von C erzeugten abgeschlossenen, konvexen Kegel K1 und K2 mit
Spitze in v1 bzw. v2 aufgefaßt werden und ist daher ebenfalls abgeschlossen und konvex. Die Darstellung
ergibt sich aus der Tatsache, daß die Schnitte von K mit den Hyperebenen a = const. durch zentrische
Stauchung von C bezüglich der Zentren v1 bzw. v2 entstehen. Aus demselben Grund enthält K eine offene
Umgebung {

(
a b
c d

)
∈ R2×2

∣∣ − ε < a < ε , b2 + c2 + d2 < ε } für o4.

2) Die Extremalstrahlen der Kegel K1 bzw. K2 sind genau die Strahlen
−−→
v1 v0 bzw.

−−→
v2 v0 mit v0 ∈ ext (C).

Deshalb enthält ext (K) offensichtlich v1 und v2, während
(

0−1
0 0

)
= 1

2 v1 + 1
2 v2 nicht zu ext (K) gehört. Alle

anderen Punkte von ext (C) entstehen als Schnittpunkte je eines Extremalstrahls von K1 und K2 und liegen
deshalb in ext (K). Die restlichen Punkte von K sind offensichtlich keine Extremalpunkte.

Satz 3.3. (Eigenschaften von f): Für die Funktion f aus Definition 3.1. gilt:

1) f
∣∣ K gehört zu W

1
∞(K) und ist auf int (K) beliebig oft differenzierbar.

2) Für alle
(

0 b
c d

)
∈ ext (C) mit b 6= (−1) ist fc

(
0 b
c d

)
= 1, dagegen ist fc

(
0 −1
c d

)
= 0.

3) Für jede finite, stetige Fortsetzung f̃ : R2×2 → R von f
∣∣ K gilt f̃qc

(
0 −1
0 0

)
6 0. Also ist f̃c(v) 6 f̃qc(v)

< f c(v) für alle Punkte v ∈ ext (K), die hinreichend nahe an
(

0−1
0 0

)
liegen.

Beweis: 1) f
∣∣ K entsteht durch Einschränkung eines Polynoms auf K.

2) Nach Lemma 3.2., 2) liegen die zuerst genannten Punkte in ext (K), deshalb ergibt sich fc
(

0 b
c d

)
= f

(
0 b
c d

)
=

1 aus Satz 2.4., 2). Wegen f > 0 ist auch fc
(

0 −1
0 0

)
> 0, andererseits folgt aus demselben Satz: fc

(
0 −1
0 0

)
=

fc( 1
2 v1 + 1

2 v2 ) 6 1
2f(v1) + 1

2f(v2) = 0.

3) Sei f̃ : R2×2 → R eine finite, stetige Fortsetzung von f
∣∣ K auf den Gesamtraum. Wegen Rg (v1 − v2) =

Rg
( (−1−1

0 0

)
−

(
1−1
0 0

) )
= Rg

(−2 0
0 0

)
= 1 folgt:

f̃rc
(

0 −1
0 0

)
6 1

2 f̃rc(v1) + 1
2 f̃rc(v2) 6 1

2 f̃(v1) + 1
2 f̃(v2) = 1

2 f(v1) + 1
2 f(v2) = 0 (26)

und f̃c
(

0 −1
0 0

)
6 f̃qc

(
0 −1
0 0

)
6 f̃rc

(
0 −1
0 0

)
. Die finite, quasikonvexe Funktion f̃qc ist in

(
0 −1
0 0

)
stetig, also

existiert eine Umgebung U von
(

0 −1
0 0

)
mit f̃c(v) 6 f̃qc(v) < 1

2 für alle v ∈ U, während nach 2) fc(v) = 1
für alle v ∈ U ∩ ext (K) gilt.
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4. Zweites Beispiel: Bestimmung von f∗ auf dem vierdimensionalen Würfel K = [−1 , 1 ]4.

Sei K = [−1 , 1 ]4 ⊂ R
2×2. Wir klassifizieren zunächst die Facetten von K und bestimmen zu beliebigem

f ∈ FK die Darstellung von f∗ auf dem Rand von K. Dann geben wir eine Funktion f ∈ FK an, für welche
f∗ nicht mit der Relaxation f# gemäß Abschnitt 1. b) übereinstimmt.

a) Klassifikation der Facetten von K.

Zum Beispiel bezeichnen wir die zweidimensionale Facette [−1 , 1 ] × { 1 } × {−1 } × [−1 , 1 ] = K∩
{ v ∈ R2×2

∣∣ v12 = 1 , v21 = −1 } mit Φ◦+−◦. Damit können wir die Facetten von K wie folgt klassifizieren:

• eine (uneigentliche) vierdimensionale Facette: K = Φ◦◦◦◦ selbst;

• 8 dreidimensionale Facetten (Würfel):

W1 = Φ+◦◦◦ , W3 = Φ◦+◦◦ , W5 = Φ◦◦+◦ , W7 = Φ◦◦◦+ ,
W2 = Φ−◦◦◦ , W4 = Φ◦−◦◦ , W6 = Φ◦◦−◦ , W8 = Φ◦◦◦− ;

• 24 zweidimensionale Facetten (Quadrate):

Q1 = Φ++◦◦ , Q7 = Φ−+◦◦ , ⊂W3

Q2 = Φ+−◦◦ , Q8 = Φ−−◦◦ , ⊂W4

Q3 = Φ+◦+◦ , Q9 = Φ−◦+◦ , Q13 = Φ◦++◦ , Q17 = Φ◦−+◦ , ⊂W5

Q4 = Φ+◦−◦ , Q10 = Φ−◦−◦ , Q14 = Φ◦+−◦ , Q18 = Φ◦−−◦ , ⊂W6

Q5 = Φ+◦◦+ , Q11 = Φ−◦◦+ , Q15 = Φ◦+◦+ , Q19 = Φ◦−◦+ , Q21 = Φ◦◦++ , Q23 = Φ◦◦−+ , ⊂W7

Q6 = Φ+◦◦− , Q12 = Φ−◦◦− , Q16 = Φ◦+◦− , Q20 = Φ◦−◦− , Q22 = Φ◦◦+− , Q24 = Φ◦◦−− ; ⊂W8

⊂W1 ⊂W2 ⊂W3 ⊂W4 ⊂W5 ⊂W6

• 32 eindimensionale Facetten (Strecken):

S1 = Φ+++◦ , S5 = Φ+−+◦ , ⊂Q3

S2 = Φ++−◦ , S6 = Φ+−−◦ , ⊂Q4

S3 = Φ++◦+ , S7 = Φ+−◦+ , S9 = Φ+◦++ , S11 = Φ+◦−+ , ⊂Q5

S4 = Φ++◦− , S8 = Φ+−◦− , S10 = Φ+◦+− , S12 = Φ+◦−− , ⊂Q6

⊂Q1 ⊂Q2 ⊂Q3 ⊂Q4

S13 = Φ−++◦ , S17 = Φ−−+◦ , ⊂Q9

S14 = Φ−+−◦ , S18 = Φ−−−◦ , ⊂Q10

S15 = Φ−+◦+ , S19 = Φ−−◦+ , S21 = Φ−◦++ , S23 = Φ−◦−+ , ⊂Q11

S16 = Φ−+◦− , S20 = Φ−−◦− , S22 = Φ−◦+− , S24 = Φ−◦−− , ⊂Q12

⊂Q7 ⊂Q8 ⊂Q9 ⊂Q10

S1 S2

S13 S14

S25 = Φ◦+++ , S27 = Φ◦+−+ , S3 S15 ⊂Q15

S26 = Φ◦++− , S28 = Φ◦+−− , S4 S16 ⊂Q16

⊂Q13 ⊂Q14

S5 S6

S17 S18

S29 = Φ◦−++ , S31 = Φ◦−−+ , S7 S19 ⊂Q19

S30 = Φ◦−+− , S32 = Φ◦−−− ; S8 S20 ⊂Q20

⊂Q17 ⊂Q18

• und 16 nulldimensionale Facetten (die aus je genau einem Extremalpunkt bestehen).
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b) Berechnung von f∗ auf ∂K.

Satz 4.1. (Bestimmung von f∗ auf dem Rand des vierdimensionalen Würfels K = [−1 , 1 ]4):
Sei K = [−1 , 1 ]4 ⊂ R2×2 und f ∈ FK.

1) Für alle v0 ∈ ext (K) gilt f∗(v0) = f(v0).

2) Wir betrachten die Teilmengen F1 = {S1, ... , S32 } und F2,3 = {Q3, ... , Q6, Q9, ... , Q20 } von ein-
bzw. zweidimensionalen Facetten von K. Wenn Φ ∈ F1 ∪ F2,3, so gilt für alle v0 ∈ ri (Φ): f∗(v0) = f(v0).

3) Wir betrachten die Teilmengen F2,1 = {Q1, Q2, Q7, Q8 } und F2,2 = {Q21, ... , Q24 } von zweidimen-
sionalen Facetten von K. Wenn Φ ∈ F2,1 ∪ F2,2, so gilt für alle v0 ∈ ri (Φ): f∗(v0) = (f

∣∣Φ)c(v0).

4) Wir betrachten die Teilmengen F3,1 = {W3, W4 }, F3,2 = {W1, W2 }, F3,3 = {W7, W8 } und F3,4 =
{W5, W6 } von dreidimensionalen Facetten von K. Wenn Φ ∈ F3,1 und v0 =

(
a0 b0
c0 d0

)
∈ ri (Φ), so gilt:

f∗(v0) =
(
f

∣∣Φ ∩ { v ∈ R2×2
∣∣ v =

(
a0 b
c d

)
}

)c(v0). Für Φ ∈ F3,2 und v0 =
(
a0 b0
c0 d0

)
∈ ri (Φ) gilt: f∗(v0) =(

f
∣∣Φ ∩ { v ∈ R2×2

∣∣ v =
(
a b0
c d

)
}

)c(v0). Entsprechendes gilt für v0 ∈ ri (Φ), Φ ∈ F3,3 ∪ F3,4.

Beweis: 1) Ergibt sich aus Satz 2.10., 2).

2) Sei Φ ∈ F2,3 ∪ F1 und v0 ∈ ri (Φ). Nach Satz 2.10., 1) gilt

f∗(v0) = inf
{ 1
|Ω |

∫
Ω

f( v0 + Jx(t) ) dt
∣∣ x ∈

◦
W1,n
∞ ( Ω ) , v0 + Jx(t) ∈ Φ (∀) t ∈ Ω

}
. (27)

Andererseits folgt mit Lemma 2.6.: Ist x ∈
◦

W1,2
∞ (Ω) mit v0 + Jx(t) ∈ Φ (∀) t ∈ Ω gegeben, so gilt Jx(t) ∈

H1j ∩ H2k für gewisse j, k ∈ { 1 , 2 } (∀) t ∈ Ω, und deshalb x1(t) = x2(t) ≡ 0. Tatsächlich ist also nur die
Funktion x = o bei der Bildung von f∗(v0) zulässig, und daraus folgt f∗(v0) = f(v0).

3) Wir betrachten jetzt eine Facette Φ ∈ F2,1 ∪ F2,2; o. E. d.A. sei Φ = Q1 und v0 =
(
1 c0
1 d0

)
∈ ri (Q1).

Nach Satz 2.10., 1) kommen bei der Bildung von f∗(v0) wiederum ausschließlich die Werte von f auf Φ in
Betracht, und wie im vorigen Schritt ist x1(t) ≡ o:

f∗(v0) = inf
{ 1
|Ω |

∫
Ω

f( 1, 1, c0 +
∂x

∂t1
(t), d0 +

∂x

∂t2
(t) ) dt

∣∣ x ∈
◦

W1
∞(Ω) , −1− c0 6

∂x

∂t1
(t) 6 1− c0 ,

−1− d0 6
∂x

∂t2
(t) 6 1− d0 (∀) t ∈ Ω

}
. (28)

Nach Satz 2.11., 2) gilt fc(v0) 6 f∗(v0), und nach Satz 2.4., 2) finden wir zu jedem ε > 0 Zahlen λ1,
λ2 ∈ [ 0 , 1 ] und Punkte

(
1 c1
1 d1

)
,
(
1 c2
1 d2

)
∈ Q1 mit

fc(v0) 6 λ1 f(1, 1, c1, d1) + λ2 f(1, 1, c2, d2) 6 fc(v0) + ε sowie (29.1)

λ1 + λ2 = 1 , λ1 (c1 − c0) + λ2 (c2 − c0) = 0 , λ1 (d1 − d0) + λ2 (d2 − d0) = 0 . (29.2)

Nun konstruieren wir eine Pyramide C ⊂ R3 mit Grundfläche G = P1 P2 P3 P4 ⊂ Ω und Spitze P5, so daß
die Strecken P1 P3 und P2 P4 parallel zur t1-Achse bzw. zur t2-Achse liegen. Im senkrechten Schnitt P1 P3 P5

gelte:

tan^(P5 P1 P3) = c1 − c0 , tan^(P1 P3 P5) = −(c2 − c0) ; (30)

im senkrechten Schnitt P2 P4 P5 gelte

tan^(P5 P2 P4) = d1 − d0 , tan^(P2 P4 P5) = −(d2 − d0) . (31)
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Nun bilden wir die Familie G aller zu C homothetischen Pyramiden, deren Grundflächen ebenfalls ganz in
Ω liegen. Nach dem Überdeckungssatz von Vitali ([ 9 ] , p. 231 f., Corollary 10.6.) existiert für int (Ω) eine
höchstens abzählbare Überdeckung mit paarweise disjunkten Grundflächen G1, G2, ... ⊆ int (Ω) derartiger
Pyramiden, so daß

∣∣ int (Ω) \
⋃∞

i=1 Gi

∣∣ = 0 gilt. Indem wir über jeder Grundfläche Gi den Mantel der
Pyramide Ci mit dem Graphen einer Funktion x identifizieren und auf der Nullmenge Ω \

⋃∞
i=1 Gi x(t) = 0

setzen, erhalten wir eine Funktion, die bei der Bildung des Infimums f∗(v0) zulässig ist, und für diese
Funktion gilt:

1
|Ω |

∫
Ω

f( 1, 1, c0 +
∂x

∂t1
(t), d0 +

∂x

∂t2
(t) ) dt = λ1 f(1, 1, c1, d1) + λ2 f(1, 1, c2, d2) . (32)

Zusammen folgt: f∗(v0) = fc(v0) = ( f
∣∣ Q1 )c(v0). Für andere Facetten Φ ∈ F2,1 ∪ F2,2 schließt man ebenso.

4) Wählen wir jetzt eine Facette Φ ∈
⋃ 4

s=1 F3,s , o. E. d.A. Φ = W1, und v0 ∈ ri (W1), so folgt für x ∈
◦

W1,2
∞ (Ω) mit v0 + Jx(t) ∈ W1 (∀) t ∈ Ω wie bisher x1(t) ≡ 0. f∗(v0) besitzt also die Darstellung

f∗(v0) = inf
{ 1
|Ω |

∫
Ω

f( 1, b0, c0 +
∂x

∂t1
(t), d0 +

∂x

∂t2
(t) ) dt

∣∣ x ∈
◦

W1
∞( Ω ) ,

(
1 , b0 , c0 +

∂x

∂t1
(t) , d0 +

∂x

∂t2
(t)

)T ∈ W1 (∀) t ∈ Ω
}

, (33)

so daß bei der Bildung von f∗(v0) erneut nur die Werte von f auf einer zweidimensionalen konvexen Teilmenge
von W1, nämlich W1 ∩ { v ∈ R2×2

∣∣ v =
(
a b0
c d

)
} in Betracht kommen. Nun wird der Beweis wie in 3) beendet.

c) Eine Funktion f ∈ FK mit f∗ 6= f#.

Definition 4.2.: Wir benutzen erneut den vierdimensionalen Würfel K = [−1 , 1 ]4 ⊂ R
2×2 und erklären

f : R2×2 → R durch

f(v) =
{

a + b + c +
(
1− d2

) ∣∣ v ∈ K ;
(+∞)

∣∣ v ∈ R2×2 \K .
(34)

Satz 4.3. (Berechnung von f∗): Wir verwenden die Bezeichnungen aus Satz 4.1. Dann hat die Hüll-
funktion f∗ zur Funktion f aus Definition 4.2. folgende Darstellung:

f∗(v) =


a + b + c +

(
1− d2

) ∣∣ v ∈ ext (K) oder v ∈ ri (Φ) , Φ ∈ F1 ∪ F2,3 ∪ F3,4 ; (35)
a + b + c

∣∣ v ∈ int (K) oder v ∈ ri (Φ) , Φ ∈ F2,1 ∪ F2,2 ∪ F3,1 ∪ F3,2 ∪ F3,3 ;
(+∞)

∣∣ v ∈ R2×2 \K .

Beweis: • Schritt 1: Bestimmung von f∗(v) auf den Facetten von K. Nach Satz 4.1., 1) und 2) stimmen f∗

und f sowohl auf ext (K) als auch auf dem relativ Inneren von Facetten Φ ∈ F1 ∪F2,3 überein. Für v ∈ ri (W5)
gilt c = 1, und nach Satz 4.1., 4) ist f∗(v) =

(
f

∣∣ ( W5 ∩ { v ∈ R2×2
∣∣ d = const. } )

)c(v). Die konvexe Hülle
ist also nur bezüglich der Variablen a und b zu bilden, und wir erhalten wiederum f∗(v) = a+b+c+

(
1−d2

)
.

Ebenso schließt man für v ∈ ri (W6). Nach Satz 4.1., 3) hat man für v ∈ ri (Φ), Φ ∈ F2,1, die konvexe Hülle
von f bezüglich der Variablen c und d zu bilden; hierfür gilt

(
c +

(
1− d2

) )c = c +
(
1− d2

)c = c. Ebenso
schließt man mit Satz 4.1., 4) für Φ ∈ F3,1 ∪ F3,2. Für v ∈ ri (Φ), Φ ∈ F2,2, hat man die konvexe Hülle
bezüglich der Variablen a und b zu bilden, während wegen d = ±1 von vornherein

(
1 − d2

)
= 0 gilt. Für

Φ ∈ F3,3 kommt man mit Satz 4.1., 4) zum gleichen Ergebnis.



12

• Schritt 2: Bestimmung von f∗(v) auf int (K) und R2×2 \K. Wir wählen v0 ∈ int (K). Dann erhalten wir
wegen Lemma 2.5., 1) für f∗(v0):

f∗(v0) = inf
{ 1

4

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
a0 +

∂x1

∂t1
(t) + b0 +

∂x1

∂t2
(t) + c0 +

∂x2

∂t1
(t) +

(
1−

(
d0 +

∂x2

∂t2
(t)

)2
) )

dt1 dt2
∣∣

x ∈
◦

W1,2
∞ (Ω) , v + Jx(t) ∈ K (∀) t ∈ Ω

}
(36.1)

= a0 + b0 + c0 + inf
{ 1

4

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
1−

(
d0 +

∂x2

∂t2
(t)

)2
)

dt1 dt2
∣∣

x ∈
◦

W1,2
∞ (Ω) , v + Jx(t) ∈ K (∀) t ∈ Ω

}
. (36.2)

Wenn man eine Funktion x2 ∈
◦

W1
∞(Ω) finden kann, die für fast alle t ∈ Ω die Bedingungen

−1− c0 6
∂x2

∂t1
(t) 6 1− c0 und

∂x2

∂t2
(t) ∈ {−1− d0 , 1− d0 } (37)

erfüllt, so wird das Infimum mit Null angenommen (man setzt außerdem x1(t) ≡ 0). Dazu betrachten wir
wiederum eine Pyramide C ⊂ R3 mit Grundfläche G = P1 P2 P3 P4 ⊂ Ω und Spitze P5, so daß die Strecken
P1 P3 und P2 P4 parallel zur t1-Achse bzw. zur t2-Achse liegen. Im senkrechten Schnitt P1 P3 P5 gelte:

tan^(P5 P1 P3) = 1− c0 , tan^(P1 P3 P5) = −1− c0 ; (38)

im senkrechten Schnitt P2 P4 P5 gelte:

tan^(P5 P2 P4) = 1− d0 , tan^(P2 P4 P5) = −1− d0 . (39)

Ausgehend von C kann nun wie im Beweis zu Satz 4.1., 3) eine Funktion x2 mit den gesuchten Eigenschaften
konstruiert werden. Also besitzt f∗(v) auf int (K) die behauptete Darstellung. Schließlich erhalten wir mit
Satz 2.10., 3) f∗(v) = (+∞) für alle v ∈ R2×2 \K.

Offensichtlich ist die Funktion f∗
∣∣ K oberhalbstetig. Außerdem ist f∗ nicht Rang-1-konvex, denn beispiels-

weise ist f∗(v) = f(v) = a + b + c +
(
1 − d2

)
entlang der Kantenstrecke S1 ∈ F1 streng konkav (Satz 4.3.,

1) ). S1 = {λ ·
(

1 1
1−1

)
}+ (1− λ) ·

(
1 1
1 1

)
}

∣∣ 0 6 λ 6 1 } ist jedoch eine Rang-1-Richtung.

Satz 4.4. (f∗ stimmt nicht mit f# überein): Es gibt eine Folge von Funktionen {xN } ,
◦

W1,2
∞ (Ω) mit

xN ∗−⇀ L2
∞(Ω) x̂, JxN ∗−⇀ L4

∞(Ω) Jx̂, JxN (t) ∈ K (∀) t ∈ Ω und∫
Ω

f∗( Jx̂(t) ) dt > lim inf
N→∞

∫
Ω

f∗( JxN (t) ) dt . (40)

Beweis: Wir betrachten zwei Pyramiden C1 ⊂ R
3 mit Grundfläche G1 = P1 P2 P3 P4 ⊂ Ω und Spitze P5

sowie C2 ⊂ R3 mit Grundfläche G2 = Q1 Q2 Q3 Q4 ⊂ Ω und Spitze Q5, so daß die Strecken P1 P3 und Q1 Q3

parallel zur t1-Achse und die Strecken P2 P4 und Q2 Q4 parallel zur t2-Achse liegen. Im senkrechten Schnitt
P1 P3 P5 gelte:

tan^(P5 P1 P3) = 1 , tan^(P1 P3 P5) = −1 ; (41)

im senkrechten Schnitt P2 P4 P5 gelte:

tan^(P5 P2 P4) = 1 , tan^(P2 P4 P5) = −1 ; (42)
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im senkrechten Schnitt Q1 Q3 Q5 gelte:

tan^(Q5 Q1 Q3) = 1 , tan^(Q1 Q3 Q5) = −1 ; (43)

im senkrechten Schnitt Q2 Q4 Q5 gelte:

tan^(Q5 Q2 Q4) = 1/2 , tan^(Q2 Q4 Q5) = −1/2 . (44)

Ausgehend von C1 und C2 konstruieren wir nun wie im Beweis zu Satz 4.1., 3) Funktionen x̂1, x̂2 ∈
◦

W1
∞(Ω).

Für die Vektorfunktion x̂ = (x̂1, x̂2)T gilt: Jx̂(t) ∈ S1 ∪ S2 ∪ S5 ∪ S6 ∪ S13 ∪ S14 ∪ S17 ∪ S18 (∀) t ∈ Ω.
Weiterhin erklären wir Funktionen

xN =
N − 1

N
· x̂ ∈

◦
W1,2
∞ (Ω) ; (45)

für diese gilt sowohl xN ∗−⇀ L2
∞(Ω) x̂ als auch JxN ∗−⇀ L4

∞(Ω) Jx̂ und JxN (t) ∈ int (K) (∀) t ∈ Ω ∀N ∈ N.
Schließlich ergibt sich mit Satz 4.3.:

f∗( Jx̂(t) ) =
∂x̂1

∂t1
(t) +

∂x̂1

∂t2
(t) +

∂x̂2

∂t1
(t) + 1−

( ∂x̂2

∂t2
(t)

)2

(∀) t ∈ Ω =⇒
∫

Ω

f∗( Jx̂(t) ) dt =
3
4
|Ω | ; (46.1)

f∗( JxN (t) ) =
∂x̂1

∂t1
(t) +

∂x̂1

∂t2
(t) +

∂x̂2

∂t1
(t) (∀) t ∈ Ω =⇒

∫
Ω

f∗( JxN (t) ) dt = 0 ∀N ∈ N . (46.2)

Zusammen folgt:∫
Ω

f∗( Jx̂(t) ) dt > lim inf
N→∞

∫
Ω

f∗( JxN (t) ) dt , (47)

und f∗ gemäß Satz 4.3. ist nicht die gesuchte Relaxation f# von f aus Definition 4.2.
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Erratum.

Im Beweis zu Satz 4.1., 3), p. 10, nach Formel (28), müssen bei der Bildung der konvexen Hüllfunktion auf
einer zweidimensionalen Facette nicht zwei, sondern drei Punkte in allgemeiner Lage berücksichtigt werden.
Die Konstruktion der gewünschten Funktion x muß daher mit Hilfe eines Tetraeders anstelle der angegebenen
Pyramide ausgeführt werden.

Korrektur zum Beweis von Satz 4.1., 3): Wir betrachten eine Facette Φ ∈ F2,1 ∪ F2,2; o. E. d. A. sei
Φ = Q1 und v0 =

(
1 1

c0 d0

)
∈ ri (Q1). Nach Satz 2.10., 1) kommen bei der Bildung von f∗(v0) ausschließlich

die Werte von f auf Φ in Betracht, und wie im vorigen Schritt ist x1(t) ≡ o:

f∗(v0) = inf
{ 1
|Ω |

∫
Ω

f( 1, 1, c0 +
∂x

∂t1
(t), d0 +

∂x

∂t2
(t) ) dt

∣∣ x ∈
◦

W1
∞(Ω) , −1− c0 6

∂x

∂t1
(t) 6 1− c0 ,

−1− d0 6
∂x

∂t2
(t) 6 1− d0 (∀) t ∈ Ω

}
. (48)

Nach Satz 2.11., 2) gilt fc(v0) 6 f∗(v0), und nach Satz 2.4., 2) finden wir zu jedem ε > 0 Punkte
(

1 1
c1 d1

)
,(

1 1
c2 d2

)
,

(
1 1

c3 d3

)
∈ Q1, die o. E. d. A. von v0 verschieden und affin unabhängig sind sowie Zahlen λ1, λ2,

λ3 ∈ ( 0 , 1 ) mit

fc(v0) 6 λ1 f(1, 1, c1, d1) + λ2 f(1, 1, c2, d2) + λ3 f(1, 1, c3, d3) 6 fc(v0) + ε sowie (49.1)

λ1 (c1 − c0) + λ2 (c2 − c0) + λ3 (c3 − c0) = 0 , (49.2)

λ1 (d1 − d0) + λ2 (d2 − d0) + λ3 (d3 − d0) = 0 , (49.3)

λ1 + λ2 + λ3 = 1 . (49.4)

Nun betrachten wir das Tetraeder C ⊂ R3 mit den Eckpunkten

P1 =
∣∣∣ c1−c0 c1−c2

d1−d0 d1−d2

∣∣∣−1

·
(−(d1−d2)

c1−c2

0

)
, P2 =

∣∣∣ c2−c0 c2−c3

d2−d0 d2−d3

∣∣∣−1

·
(−(d2−d3)

c2−c3

0

)
,

P3 =
∣∣∣ c3−c0 c3−c1

d3−d0 d3−d1

∣∣∣−1

·
(−(d3−d1)

c3−c1

0

)
und P4 =

( 0
0

1

)
. (50)

Für seine Seitenflächen gilt:

F1 = P3 P1 P4 ⊂
{ ( µ11

µ12

µ11 (c1−c0) + µ12 (d1−d0)

) ∣∣ µ11 , µ12 ∈ R
}

+ P4 ,

F2 = P1 P2 P4 ⊂
{ ( µ21

µ22

µ21 (c2−c0) + µ22 (d2−d0)

) ∣∣ µ21 , µ22 ∈ R
}

+ P4 ,

F3 = P2 P3 P4 ⊂
{ ( µ31

µ32

µ31 (c3−c0) + µ32 (d3−d0)

) ∣∣ µ31 , µ32 ∈ R
}

+ P4 ; (51)

und die Inhalte ihrer Projektionen F′1 = o P3 P1, F′2 = oP1 P2 und F′3 = o P2 P3 auf die Grundfläche
G = P1 P2 P3 stehen im Verhältnis∣∣ F′1

∣∣ :
∣∣ F′2

∣∣ :
∣∣ F′3

∣∣ = λ1 : λ2 : λ3 . (52)

Nun bilden wir die Familie G aller zu C homothetischen Tetraeder, deren Grundflächen ganz in Ω liegen.
Nach dem Überdeckungssatz von Vitali ([ 9 ] , p. 231 f., Corollary 10.6.) existiert für int (Ω) eine höchstens
abzählbare Überdeckung mit paarweise disjunkten Grundflächen G1, G2, ... ⊆ int (Ω) derartiger Tetraeder,
so daß

∣∣ int (Ω) \
⋃∞

i=1 Gi

∣∣ = 0 gilt. Indem wir über jeder Grundfläche Gi den Mantel des Tetraeders Ci mit
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dem Graphen einer Funktion x identifizieren und auf der Nullmenge Ω \
⋃∞

i=1 Gi x(t) = 0 setzen, erhalten
wir eine Funktion, die bei der Bildung des Infimums f∗(v0) zulässig ist, und für diese Funktion gilt:

fc(v0) 6 f∗(v0) 6
1
|Ω |

∫
Ω

f( 1, 1, c0 +
∂x

∂t1
(t), d0 +

∂x

∂t2
(t) ) dt

= λ1 f(1, 1, c1, d1) + λ2 f(1, 1, c2, d2) + λ3 f(1, 1, c3, d3) 6 fc(v0) + ε . (53)

Zusammen folgt: f∗(v0) = fc(v0) = ( f
∣∣ Q1 )c(v0). Für andere Facetten Φ ∈ F2,1 ∪ F2,2 schließt man ebenso.

Erratum zuletzt geändert: 27. Mai 2005


