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Im gesamten Abschnitt sei Ω ⊂ R
n eine offene, beschränkte, zusammenhängende Menge mit C

1-Rand.

11.1 Invariante Integrale

Definition 11–01 ( [Evans 98 ] , p. 439, Definition) : Ein C
2-Integrand L(x, z, p) : Ω × R

m ×Rmn → R

heißt “null Lagrangian”, wenn die ELG’en

Lzk
(x, u, Du) −

∑
j

∂

∂xj
Lpkj

(x, u, Du) = 0 , 1 6 k 6 m , (11.1)

für beliebige Funktionen u ∈ C
2(cl (Ω),Rm) erfüllt sind.

Du ist dann eine (m,n)-Jacobimatrix.

Satz 11–02 ( [Evans 98 ] , p. 439, Theorem 1) : Wenn der C
2-Integrand L ein “null Lagrangian” ist, so ist

I(w) =
∫
Ω

L(x, w,Dw) dx ein invariantes Integral auf der Menge aller w ∈ C
2(cl (Ω),Rm) mit w

∣∣ ∂Ω = ϕ.

Beweis: Gegeben seien Funktionen u, ũ ∈ C
2(cl (Ω),Rm) mit u

∣∣ ∂Ω = ũ
∣∣ ∂Ω = ϕ. Wir zeigen, daß I(w)

entlang der Strecke [ u , ũ ] ⊂ C
2(cl (Ω),Rm) konstant bleibt, und definieren

i(λ) = I
(
λ u + (1− λ) ũ

)
. (11.2)

Differentiation unter dem Integralzeichen (vergleiche [Elstrodt 96 ] , p. 146, Satz 5.7) und Anwendung des
Gaußschen Satzes ( [Evans 98 ] , p. 628, Theorem 2) ergibt:

di(λ)
dλ

=
d

dλ

∫
Ω

L
(
x, λ u + (1− λ) ũ, λ Du + (1− λ)Dũ

)
dx

=
∫

Ω

[ ∑
k

Lzk

(
x, λ u + (1− λ) ũ, ...

) (
uk − ũk

)
+

∑
j,k

Lpkj

(
x, λ u + (1− λ) ũ, ...

) (
(uk)xj

− (ũk)xj

) ]
dx

=
∫

Ω

∑
k

[
Lzk

( ... )−
∑
j

∂

∂xj
Lpkj

( ... )
] (

uk − ũk

)
dx +

∫
∂Ω

∑
j,k

Lpkj
( ... )

(
uk − ũk

)
n(x) dσ(x) . (11.3)

Nach Voraussetzung ist L ein “null Lagrangian”, damit sind die ELG’en für beliebige u ∈ C
2(cl (Ω),Rm) und

insbesondere für die Konvexkombination λ u + (1− λ) ũ erfüllt, und der erste Summand verschwindet. Weil
u und ũ dieselben Randwerte haben, verschwindet der zweite Summand ebenfalls, so daß wir di(λ)/dλ = 0
für alle 0 < λ < 1 erhalten. Diese Funktion ist außerdem in λ stetig; wir können daher den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung ( [Elstrodt 96 ] , p. 300) anwenden, und es ergibt sich

i(1) = I(u) = i(0) +
∫ 1

0

di(λ)
dλ

dλ = I(ũ) + 0 . (11.4)
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11.2 Wie sehen “null Lagrangians” aus?

Für m = 1 haben die einzigen “null Lagrangians” die Gestalt L(x, z, p) = A(x, z) + B(x, z)T p mit gewissen
Bedingungen an A und B (vergleiche [Giaquinta/Hildebrandt 96 ] , p. 55, Proposition 1). Im Fall m > 2
beweisen wir folgenden Satz:

Satz 11–03 ( [Evans 98 ] , p. 441, Theorem 2) : Sei m = n. Dann ist der Integrand L(x, z, p) = Det (p) ein
“null Lagrangian”.

Beweis: Zu zeigen ist:

(− )
n∑

j=1

∂

∂xj
Lpkj

(
Du(x)

)
= 0 , 1 6 k 6 n , ∀x ∈ Ω ∀u ∈ C

2(cl (Ω),Rm) . (11.5)

Zur (m,n)-Matrix p führen wir die Matrix der algebraischen Komplemente Cof p ein:

(Cof p)ij = (−1)i+j ∆ij , (11.6)

worin ∆ij die Unterdeterminante ist, die nach Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus p entsteht. Der
Entwicklungssatz für Det (p) (vergleiche [Kowalewski 48 ] , p. 36, Satz 14) besagt: Kombiniert man eine
Spalte mit den algebraischen Komplementen derselben Spalte, so erhält man die Determinante; kombiniert
man dagegen eine Spalte mit den algebraischen Komplementen einer anderen Spalte, so erhält man Null.
Beide Aussagen können unter Verwendung eines Kroneckersymbols wie folgt zusammengefaßt werden:

Det (p) · δij =
n∑

k=1

pki (Cof p)kj , 1 6 i 6 n . (11.7)

Daraus folgt sofort:

∂

∂prs
Det (p) = (Cof p)rs . (11.8)

Wir setzen nun Du in (11.7) ein:

Det (Du) · δij =
∑
k

∂uk

∂xi
· (Cof Du)kj , 1 6 i 6 n . (11.9)

Differenzieren nach xj ergibt

∂

∂xj
Det (Du) δij =

∑
r,s

∂

∂prs
Det (Du)

∂2ur

∂xs ∂xj
δij =

∑
r,s

(Cof Du)r,s
∂2ur

∂xs ∂xj
δij

=
∂

∂xj

∑
k

∂uk

∂xi
(Cof Du)kj =

∑
k

∂uk

∂xi ∂xj
(Cof Du)kj +

∑
k

∂uk

∂xi
· ∂

∂xj
(Cof Du)kj , 1 6 i 6 n . (11.10)

Nun summieren wir über j:

∑
r,s

(Cof Du)rs
∂2ur

∂xs ∂xi
=

∑
k,j

(Cof Du)kj
∂2uk

∂xj ∂xi
+

∑
k

∂uk

∂xi
·
∑
j

∂

∂xj
(Cof Du)kj , 1 6 i 6 n . (11.11)

Wegen u ∈ C
2 durften die partiellen Ableitungen vertauscht werden, und wir erhalten das (bezüglich x ∈ Ω

parameterabhängige) lineare Gleichungssystem

n∑
k=1

∂uk

∂xi
·
∑
j

∂

∂xj
(Cof Du)kj =

n∑
k=1

∂uk

∂xi
·
∑
j

∂

∂xj
Lpkj

(
Du

)
= 0 , 1 6 i 6 n (11.12)
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in den Variablen
( ∑

j

∂

∂xj
(Cof Du)kj

)
, 1 6 k 6 n. Dieses LGS hat in allen Punkten x0 ∈ Ω mit

Det

 ∂u1/∂x1 ... ∂u1/∂xn... ...
∂un/∂x1 ... ∂un/∂xn

 (x0) 6= 0 (11.13)

genau die Nullösung, so daß die ELG’en (11.5) in diesen Punkten erfüllt sind. In Punkten x0 ∈ Ω mit
Det ... (x0) = 0 ersetzen wir u(x) durch ũ(x) = u(x) + ε x. Dann ist Dũ(x) = Du(x) + ε En mit der (n, n)-
Einheitsmatrix En und Det

(
Du(x0) + ε En

)
6= 0 für alle hinreichend kleinen 0 < ε < ε0, weil die letzte

Determinante als Polynom in ε nur endlich viele Nullstellen haben kann. Wir führen mit ũ dieselbe Rechnung
wie oben aus und erhalten das (bezüglich 0 < ε < ε0 parameterabhängige) LGS

n∑
k=1

∂ũk

∂xi
(x0) ·

∑
j

∂

∂xj
(Cof Dũ)kj = 0 , 1 6 i 6 n , (11.14)

mit der eindeutig bestimmten Nullösung

∑
j

∂

∂xj

(
Cof (Du(x0) + ε En)

)
kj

= 0 , 1 6 k 6 n , 0 < ε < ε0 . (11.15)

Die Matrix Cof p hängt stetig differenzierbar von ihren Einträgen (Cof p)ij ab, also sind die linken Seiten
stetige Funktionen von ε, und wir können in (11.15) den Grenzübergang ε → 0 ausführen. Die Gültigkeit
der ELG’en bleibt daher auch in Punkten x0 ∈ Ω mit Det ... (x0) = 0 erhalten.

Satz 11–03 kann mindestens bis zu [Carathéodory 29 ] , p. 413, zurückverfolgt werden. Allgemeinere
“null Lagrangians” sind Linearkombinationen aus Det (p) und ihren Unterdeterminanten. Vergleiche hierzu
[Giaquinta/Hildebrandt 96 ] , pp. 55 – 59 und [Rund 74 ] .

11.3 Der Fixpunktsatz von Brouwer

Satz 11–04 (Fixpunktsatz von Brouwer) ( [Brouwer 12 ] , p. 115, Satz 4; [Evans 98 ] , p. 441,
Theorem 3) : Sei B = K(on, 1) ⊂ R

n die abgeschlossene Einheitskugel des Rn. Jede stetige Funktion
f : B → B besitzt mindestens einen Fixpunkt x = f(x).

Beweis: • Schritt 1: Es kann keine C
2(cl (B),Rn)-Funktion w : B → ∂B mit w(x) = x für alle x ∈

∂B geben. Wenn doch eine derartige Funktion w existiert, so folgt für alle x ∈ B: |w(x) | = 1, damit
|w(x) |2 = w(x)Tw(x) = 1, Dw(x) w(x) = on und Dw(x) w(x) = 0 · w(x), also ist 0 Eigenwert der Matrix
Dw(x) mit zugehörigem Eigenvektor w(x) 6= on für alle x ∈ B. Daher muß Det

(
Dw(x)

)
identisch Null

sein. Andererseits stimmt w(x) für alle x ∈ ∂Ω mit der identischen Abbildung E(x) überein. Mit den Sätzen
11–02 und 11–03 erhalten wir:

0 =
∫

B

Det
(
Dw(x)

)
dx =

∫
B

Det
(
D E(x)

)
dx =

∫
B

1 dx =
∣∣ B

∣∣ > 0 , (11.16)

und wir erhalten einen Widerspruch. Man beachte, daß für jede Kugel K(on, R) mit R > 0 dieselben
Argumente gelten.

• Schritt 2: Es kann keine C
0(cl (B),Rn)-Funktion w : B → ∂B mit w(x) = x für alle x ∈ ∂B geben.

Wenn doch eine derartige Funktion w existiert, so setzen wir sie mit w̃(x) = x stetig auf Rn \B fort. Für
alle x ∈ Rn gilt dann | w̃(x) | > 1 und w̃(x) 6= on. Aus der Theorie der Mollifier entnehmen wir folgendes
Lemma:
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Lemma 11–05 : Zur stetigen Funktion w̃ existiert eine Familie von Funktionen wε(x) : Rn → R
n mit

folgenden Eigenschaften: 1) wε ∈ C
∞(Rn,Rn), 2) wε(x) = w̃(x) = x für alle |x | > 2, 3) wε(x) ⇒ w̃(x) für

alle x ∈ K(on, 2).

Für hinreichend kleines 0 < ε < 1 ist daher |wε(x) | > 1/2 für alle x ∈ K(on, 2), und die Funktion
z : K(on, 2) → ∂K(on, 2) gemäß

z(x) = 2
wε(x)
|wε(x) |

(11.17)

ist wohldefiniert und von C
∞. Für |x | = 2 folgt z(x) = 2 x/|x | = x. Nach Schritt 1 kann aber z nicht

existieren, also auch w̃ und w nicht.

Schritt 3: Sei f : B → B stetig, aber ohne Fixpunkt. Dann kann man eine Funktion w : B → ∂B definieren,
indem man jedem Punkt x ∈ B den eindeutig bestimmten Punkt w(x) ∈ ∂B auf dem Strahl

−−−−→
f(x) x zuordnet.

Wegen f(x) 6= x für alle x ist w(x) wohldefiniert, und aus der Stetigkeit von f(x) und x = E(x) und der
C

1-Randglätte der Einheitskugel ergibt sich, daß die Funktion w auch stetig ist. Dann gilt jedoch w(x) = x

für alle x ∈ ∂B im Widerspruch zu Schritt 2. Also kann w nicht erklärt werden, was nur möglich ist, wenn
f doch einen Fixpunkt besitzt.

Beweis zu Lemma 11–05: 1) und 3) ergeben sich aus [Evans 98 ] , p. 630, Theorem 6, (i) und (iii), mit
U = Uε = R

n. Um 2) zu beweisen, greifen wir unmittelbar auf die Definitionen aus [Evans 98 ] , p. 629,
zurück. Es gilt:

η(x) = 1{ | x |6 1 }(x) · C · exp
1

|x |2 − 1
, ηε(x) =

1
εn

· η
( x

ε

)
,

∫
Rn

ηε(x) dx = 1 und (11.18)

(wi)ε(x) = ηε ∗ w̃i(x) =
∫

K(o,ε)

ηε(y) w̃i(x− y) dy . (11.19)

Für |x | > 2 und ε < 1 erhalten wir:

(wi)ε(x) =
∫

K(o,ε)

ηε(y)
(
xi − yi

)
dy

= xi ·
∫

K(o,ε)

ηε(y) dy −
∫

K(o,ε)∩{ yi > 0 }
ηε(y) yi dy −

∫
K(o,ε)∩{ yi < 0 }

ηε(y) yi dy . (11.20)

Wegen (11.18) ergibt der erste der drei Summanden xi, während sich der zweite und dritte wegen Radial-
symmetrie von ηε und Antisymmetrie von yi aufheben.
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