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0. Einleitung

0.1. Gegenstand und Plan der Arbeit

Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zur Theorie optimaler Steuerungen, indem Erweiterungen des
Pontrjaginschen Maximumprinzips fiir mehrdimensionale Aufgaben formuliert und bewiesen werden. Ich
mochte daher mit einer Gegeniiberstellung einiger bisher erzielter Resultate fiir ein- und mehrdimensionale
Aufgaben beginnen und dann erkldren, welche Verallgemeinerungen dieser Resultate angestrebt werden.
Die ersten Steuerungsprobleme entstanden bekanntlich aus Aufgaben der “eindimensionalen” Variations-
rechnung fiir gesuchte Funktionen z(t): [0, T] — R', indem den Ableitungen u(t) = &(t) zusitzliche
Beschrinkungen u(t) € V(t), V(t) € ClI(R') auferlegt wurden. Der Hauptsatz der sich seit den 50er
Jahren rasch entwickelnden Theorie, das Pontrjaginsche Maximumprinzip, stellt eine Zusammenfassung und
Verallgemeinerung der bekannten notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir “eindimensionale” Variations-

probleme dar. Wir veranschaulichen den Satz an der Aufgabe

(x) J(z,u) = /Tf(t,x(t),u(t))dt — inf !, [z,u] € PC'[0, T]x PC"*[0, T];
0
i(t) = g(t,x

(t),u(t)) Vte[0, T] mit Ausnahme der Sprungstellen von u(t),

u(t) € V(t) € C1(R®). Y
f und g seien in allen Variablen stetig und in der zweiten Variablen jeweils stetig differenzierbar. Die u € V

heiBen zuldssige Steuerungen. Die Mengen V(t) seien so beschaffen, da8 fiir alle ¢ € [0, T'] und alle v € V(¢)
eine in t stetige zuldssige Steuerung w mit u(t) = v existiert.

Satz 0.1-1: (Pontrjaginsches Maximumprinzip) Zu (x) sei eine starke lokale Minimalstelle [,]
vorgegeben. Das bedeutet: Fiir alle zuléssigen Elemente [z, u] mit ||z — & ||cojq 1) < € gilt J(2,0) < J(z,u).
Dann besagt das Pontrjaginsche Maximumprinzip, dafl zu [#, 4] Multiplikatoren A\g > 0 und y € PC 1[0, T]
existieren, die nicht gleichzeitig verschwinden und zusammen mit [, 4] drei Bedingungen (MP), (X) und

(7) erfiillen. Diese Bedingungen werden mit Hilfe der Pontrjagin-Funktion

H(t,§,v,m,X0) = =X f(t,€,0) +n-g(t, & v)
formuliert. Zuerst besteht folgende Ungleichung (MP), die Mazimumbedingung:
(MP): - H(t,2(t),a(t), y(t), Ao) — H(t, &(t), u(t),y(t), o) = 0 Vu(t) € V(¢).
Diese Ungleichung gilt fiir alle ¢ € [0, T], in denen @ stetig ist, also fast {iberall punktweise. Die zweite

Bedingung ist die kanonische Gleichung (X), die wie folgt lautet:

(X): 9(t) = -2 H{(t, &(t), a(t), y(t), o) = Ao - 9 f@t &), a(t) —y(t) - 3% g(t, &(t), a(t)) ;

3 23
dies gilt wiederum fiir alle t € [0, T], in denen 4 stetig ist. Schlieflich gelten die Transversalititsbedingungen
(7); in unserem Fall y(0) = y(T) = 0. Zur Bestimmung einer (starken lokalen) Minimalstelle stehen also

die drei notwendigen Bedingungen (MP), (X) und (7) zur Verfiigung. w?

Y Fiir g(t, z(t),u(t)) = u(t) und V(t) = R® steht ein Variationsproblem ohne Randbedingungen da.
2 Vergleiche GALEEV/TICHOMIROV [27], S. 91 ff.



Ich habe an dieser Stelle darauf verzichtet, die allgemeinsten moglichen analytischen Voraussetzungen zu
formulieren. Hervorzuheben ist, daf§ f in der dritten Variablen weder konvex noch differenzierbar sein mufl.
Die Bezeichnung “Maximumprinzip” bringt treffend zum Ausdruck, dafl es sich bei diesem Satz nicht um
ein isoliertes, ausschlielich mit einer bestimmten Aufgabenstellung und ihrer speziellen analytischen Situa-
tion verkniipftes Resultat handelt; vielmehr wird eine Vorgehensweise beschrieben, nach der man notwendige
Optimalitatsbedingungen fiir Steuerungsprobleme unter den verschiedensten Voraussetzungen erhalten kann.
Fiir “eindimensionale” Aufgaben ist dieses Programm weitgehend verwirklicht worden. So wird das Maxi-
mumprinzip bei IOFFE/TICHOMIROV [28] fiir Funktionen x(t) formuliert, die aus Sobolevraumen kommen;
KLOTZLER [33] und ORLOV [41] iibertrugen den Satz auf distributionelle Steuerungen v € D'°** [0, T]. Es
ist ebenso moglich, Randbedingungen fiir « oder isoperimetrische Nebenbedingungen in die Aufgabenstellung
einzubeziehen.

Gehen wir nun zu “mehrdimensionalen” Aufgaben iiber (Aufgaben fiir gesuchte Funktionen z(t): 2 —
R', Q ¢ R™, m > 2, die dann zusammen mit den Steuervariablen u(t) partiellen Differentialgleichungen
gehorchen miissen). Dort steht gegenwértig eine weit ausgearbeitete Theorie fiir Aufgaben mit partiellen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir 2:(t) zur Verfiigung, wofiir etwa auf LIONS [38] verwiesen sei.
Schwieriger gestaltete sich die Ausarbeitung vergleichbarer Bedingungen fiir Aufgaben, in denen z(t) nur
einem System partieller Differentialgleichungen erster Ordnung geniigen mufl. Solche Aufgaben werden
im folgenden als Dieudonné-Rashevsky-Probleme bezeichnet. In den Arbeiten von CESARI [24] (1969),
RUND [43] (1976) und KLOTZLER [31] (1976) wurde zunéchst versucht, das obenstehende Maximumprinzip
formal unveréndert auf diese Problemklasse zu iibertragen (unter passenden analytischen Voraussetzungen).
Dabei konnte die Giiltigkeit der Maximumbedingung nur unter der Voraussetzung bewiesen werden, dafl die
zugehorige Hamilton-Jacobi-Ungleichung

m 0 m
Z 75#(7575) + Max H(f,g,U,VgS(t,f)7)\0) <0, S(t7£) € CL [Q X Rn] )
p=1 atu veV

in einer ganzen Umgebung eines Graphen [¢,£] = [¢,Z(¢)], fir den Gleichheit gilt, eine Losung S besitzt.
Die zitierten Arbeiten behalten ihre Bedeutung durch die Benutzung von Argumenten aus der Dualitéts-
theorie; die vorgeschlagene Voraussetzung grenzt jedoch zu viele Aufgaben aus dem Giiltigkeitsbereich des

Satzes aus. Die Schwierigkeiten werden schon an dem folgenden einfachen Beispiel deutlich. V)

Beispiel 0.1-2: Wir wollen untersuchen, ob zur Losung der folgenden “mehrdimensionalen” Steuerungsauf-
gabe ()

F(m,u) = /Q |:U1,1(t> 'U/2,2(t> — ul)g(ﬁ) U/Q)]_(t) dt — inf !,

U;l,l(t) = Dt1 l‘l(t) 5 ’U,172(t) = th l‘l(t) s Ule(t) = Dt1 .Z‘Q(t) 5 u272(t) = Dt2 l‘g(t) ;

u(t) € VC R? fast iiberall auf Q2

eine fast iiberall punktweise giiltige Maximumbedingung benutzt werden kann. Wir prézisieren die ana-
lytischen Voraussetzungen und verlangen: x € W;g[Q} mit 2 < p < co (dann stimmt z fast iiberall mit
einer stetigen Funktion iiberein, die auf dem Rand von € verschwindet), u € L” ’4[9] und y € W;A[Q] mit
p ' +¢ ' =1.QC R sei ein beschrinktes Normalgebiet. Uber V setzen wir zunichst nur o4 € V voraus.

Das Zielfunktional verschwindet fiir alle Funktionen z € Cjy° ’2[ Q] und damit fiir alle zulissigen Elemente. 2)

D KLOTZLER/PICKENHAIN [37], S. 23
2 Nach MORREY [40], S. 70, Theorem 3.2.3., ist F' ein lineares und stetiges Funktional auf W;’Q[Q] .



Dabher ist z.B. &(t) = 02, 4(t) = 04 eine Minimallésung von (xx). Mit der Pontrjagin-Funktion

H(t,&,v,m, M) = —Xo [Ul,l Vg2 — V1,2 U2,1} +M1v1,1 FN201,2 FM2,1 021 +M22 V22

lautet die Maximumbedingung (M®P) fiir [, 4] = [0z, 04] in der oben angegebenen Gestalt wie folgt: Fiir
alle u(t) € V und fast alle t € Q gilt: H(¢, Z(t), a(t),y(t), Ao) = H(t, 2(t), u(t),y(t), o) <=

0= —-X {Um(t) ug2(t) — u1,2(t) U2,1(t)] Fyr1(t)ur1(t) +y1,20t) ur2(t) + y2,1(t) uz 1 (t) + y2,2(t) uz,2(t) .

Definieren wir nun den Steuerbereich durch V := [~1, 1]* ¢ R*, so sind die Steuerungen [ui11,0,0,0]T
und [—ui1, 0,0, 0]" beide zuliissig. Setzen wir diese in (M®P) ein, dann erhalten wir fiir beliebige A\ > 0,
y € W;A[Q] und fiir fast alle t € Q:

0 2 yl,l(t) ul,l(t) sowie 0 2 _yl,l(t) ul,l(t) .

Also muf} y;,; fast iiberall auf Q verschwinden. Fiir die anderen Komponenten von y schlieft man analog,
so daB folgt:

(MP) = 0> 2o [ w1 () uza(t) — wro(t) w2 (1) ] -

Das ist nur moglich, wenn im Widerspruch zur Aussage des Maximumprinzips gleichzeitig mit y(¢) = o4 auch
Ao verschwindet. Man kann also fiir die Aufgabe (xx) keine fast iiberall punktweise giiltige Maximumbedin-
gung aufstellen. Fiir V= R* erhalten wir iibrigens dasselbe Resultat. m

Damit ist die Frage aufgeworfen, welche Gestalt die Maximumbedingung fiir mehrdimensionale Aufgaben
iiberhaupt annehmen kann. In der Arbeit von KLOTZLER [34] (1990) wurde vorgeschlagen, einen Korrek-
turterm zur Pontrjagin-Funktion zu addieren, die dann wie folgt lautet:

H' (60,1, 00) = =0 [r(t.6,0) + ¢ [v—a®) || + 17 v,

worin [Z, 4] eine Minimallosung der Aufgabe und ¢ > 0 eine hinreichend grofie Konstante ist. Die mit Hilfe
von H' formulierte Maximumbedingung ist aber nur miithsam zu handhaben.

Eine angemessene, jedoch auch tiberraschende Antwort auf unsere Frage wird durch den im darauffolgenden
Jahr aufgefundenen Satz von KLOTZLER/PICKENHAIN gegeben. Dieser Satz stellt den Ausgangspunkt fiir
die vorliegende Arbeit dar.

Satz 0.1-3: (e-Maximumprinzip) Wir betrachten die Steuerungsaufgabe (k)

Fla,u) :/Qr(t,x(t),u(t))dt — !, ] €W o[0Q] x U;

Va(t) = g(t, z(t), u(t))

fiir einen beschrinkten, konvexen und abgeschlossenen Steuerbereich U C L”"[Q]. Zu (*xx*) sei eine globale
Minimalstelle [Z, 4] gegeben. Die iibrigen analytischen Voraussetzungen sind dann folgende: @ C R™ sei
ein beschranktes Lipschitz-Gebiet s. str. mit 2 < m < p < oo. 7(t,&,v) sei in allen Argumenten stetig
differenzierbar und in v konvex. Die Funktionen r(t,x(t), u(t)), r(Z(t),u(t)) und r, (¢, &(t),a(t)) seien fir
alle zulassigen Elemente [z, u] bzw. fiir [#, 4] zusammen mit einem beliebigen u € U integrierbar. g¢(t,£,v)
sei als Funktion von ¢ meBbar und beschrinkt sowie linear in € und v. Es sei p~ ' 4+ ¢~ = 1.

Dann existieren zu [#, 4] und beliebigem e > 0 Multiplikatoren Ao > 0 und y. € W;’m[Q], die zusammen



mit der Pontrjagin-Funktion H(t,&,v,m,Ao) = —Aor(t,&,v) + 1T g(t, &, v) folgende Bedingungen erfiillen:

(M) s+/ﬂ (H(t,@(t),a(t),ys(t),Ao) - H(t79%(t),u(t)7y€(t),)\0)) dt>0 YueU; (1)

()0 / ( i Dy, 9(t) ye.i(t) — He(t, 2(8), a(t), - (t), Ao) ~<p(t)) dt=0 YoeW! (9] 2)
Q i=1

al)

Dieser Satz lehrt, dafl im Gegensatz zu eindimensionalen Aufgaben die Maximumbedingung fiir Dieudonné-
Rashevsky-Probleme zunéchst in integrierter Form aufgestellt werden mufl. Auflerdem héngen die Multip-
likatoren von einem zusatzlichen Parameter € > 0 ab. Man kann dann weiter die Folge von Multiplikatoren
{[X0,ks Ye, | } untersuchen, die zu einer Parameterfolge { e, } — 0 gehort. Findet man darin eine schwach*-
konvergente Teilfolge, so kann man sich wieder von dem Parameter ¢ befreien.? Diese Sitze wurden in
KLOTZLER/PICKENHAIN [37] auf den Fall erweitert, daf§ die Steuerungen u Elemente eines reflexiven Ba-
nachraumes sind.

Das hauptsichliche Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, den Satz 0.1-3 und die von KLOTZLER
entwickelte Beweistechnik auf Steuerbereiche zu iibertragen, die von vornherein aus dem L*[Q] oder aus
dem D'*[Q] kommen.

Die Wahl des Raumes L[] fiir die Steuerungen wu;(-) begriinden wir wie folgt. Seien die zulissigen
x Sobolevfunktionen mit stetigen Représentanten (also z € W;[Q], p > m). Erlegt man dann den ver-
allgemeinerten Ableitungen Dy, = die iiblichen Steuerbeschrinkungen der Gestalt Dy, z(t) € V(t) fiir fast
alle t € Q mit einer beschrankten Menge |J,., V(t) € R™ auf, so miissen die Dy, 2 zum L[] gehéren,
woraus T € W;[Q] folgt. Der zuléssige Bereich eines solchen mehrdimensionalen Steuerungsproblems liegt
also in Wirklichkeit nicht im W,[Q] x LP'™[Q], sondern im W] [Q] x L™[Q]. Die Multiplikatoren y
sind dann lineare, stetige Funktionale auf dem Raum L*™[Q]. Auch dann, wenn die Menge (J,.q, V(t)
nicht mehr beschrankt ist, erfordert die Elimination des Parameters € die Untersuchung solcher Funktionale
als Multiplikatoren. Der L°"™[] ist ein irreflexiver Raum, und seine abgeschlossene Einheitskugel ist nur
noch schwach*-kompakt. Das bedeutet in den Beweisen den Ubergang von der schwachen zur schwach*-
Konvergenz. Da die Konvergenz in Distributionenrdumen vom gleichen Typ ist, kann man erwarten, dafl
sich Aufgaben mit distributionellen Steuerungen u € D'°*™[Q] mit denselben Methoden behandeln lassen.
Weil wir auch sonst gelegentlich mit Distributionen arbeiten wollen, stellen wir eine kurze Einleitung in ihre
Theorie an den Beginn der Arbeit.

Die néchsten beiden Kapitel sind der genaueren Untersuchung der Multiplikatoren y und der auftretenden
Differential- bzw. Integralgleichungen gewidmet. Zuerst miissen wir uns Klarheit iiber den Raum [L™]*
verschaffen, aus dem die Multiplikatoren y kommen. Dieser Raum ist bisher selten benutzt worden und
daher wenig bekannt. Seine Elemente koénnen als beschriankte, additive Mengenfunktionen aufgefafit werden,
die auf Lebesgueschen Nullmengen verschwinden. Die tatsichliche Qualitdt auch der Multiplikatoren y.
als Mengenfunktionen bleibt verdeckt, solange die Aufgaben in die Réume W;[Q] x LP"[Q], p < oo,
eingebettet werden. Auch deshalb wollen wir von vornherein mit Steuerungen u € L[] arbeiten. Bei
den Mengenfunktionen y handelt es sich um Inhalte, die im allgemeinen keine Mafle sind. Sie lassen sich
in eindeutiger Weise in einen absolutstetigen und einen sog. rein endlich additiven Anteil zerlegen. Dessen
Struktur wird in Kapitel 2.3. durch einige neu aufgestellte Sétze vollstdndig aufgeklart, und wir erhalten
eine brauchbare analytische Darstellung fiir die Multiplikatoren y.

D KLOTZLER [35], S. 326 f.
2 Ebenda, Theorem 4, S. 330



Anschlieflend untersuchen wir in Kapitel 3 die Integrabilitatsbedingungen fiir die partiellen DGl.en in den
Aufgaben. Seien fiir alle t € @ Mengen V(t) # @ so gegeben, da8 (J,., V(t) eine beschrénkte Menge ist.
Beschreibt man nun den Steuerbereich durch die Bedingung

ueUCL™"[Q] <= fiir fast alle t € Q gilt u(t) € V(t) CR™,

so enthélt U als zuléssige Steuerungen auch solche u, die die Integrabilitatsbedingungen fiir das pDGIL.-System
verletzen. Thnen kann deshalb kein zuléssiges Element [z, u] zugeordnet werden. Es ist hauptséchlich diese
Tatsache, welche die Schwierigkeiten bei der Behandlung von Dieudonné-Rashevsky-Problemen hervorruft.

Wir miissen daher untersuchen, wie die Integrabilititsbedingungen fiir gestorte pDGIL.-Systeme

ox
(1) = 00 20 4 0u(8), =t

mit Stérungen u € U aussehen. Dabei ergibt sich, daf§ die Integrabilititsbedingungen in separate Anteile
fiir @, und die Storungen u zerfallen. Wir diskutieren die Falle gewdhnlicher, verallgemeinerter und distri-
butioneller Ableitungen. Es schliefen sich einige Betrachtungen {iber die Existenz von Lsungen fiir die
kanonische Gleichung (2) an.

Im vierten Kapitel werden dann die angekiindigten Sdtze fiir “mehrdimensionale” Steuerungsaufgaben
mit [z,u] € W;[Q] x L™ Q] formuliert. Ich habe die Aussagen werden in drei Hauptsitzen zusam-
mengefafit. Im ersten Hauptsatz wird die Maximumbedingung in integrierter Form zusammen mit dem
Parameter £ > 0 aufgestellt. Der zweite Hauptsatz gibt an, unter welchen Bedingungen ¢ = 0 verwendet
werden darf. Die Beweise folgen dem in den Arbeiten von KLOTZLER vorgezeichneten Grundmuster, das
in allen Féllen gleich ist. Von Fall zu Fall miissen jedoch nicht unbedeutende Modifikationen angebracht
werden. Bei der Darstellung waren Wiederholungen zu vermeiden, ohne dafl die Besonderheiten der jeweils
vorliegenden Situation iibergangen werden sollten. Ich habe mich dafiir entschieden, zwei voneinander abwe-
ichende Beweise zum ersten Hauptsatz und den Beweis zum zweiten Hauptsatz vollstandig durchzufiihren.
Der dritte Hauptsatz konstatiert die punktweise Giiltigkeit der Maximumbedingung auf Q0 mit Ausnahme
einer Teilmenge positiven, aber beliebig kleinen Mafles. Dabei wird die YOSIDA-HEWITT-Zerlegung fir
beschrankte, additive Mengenfunktionen zusammen mit den in Kapitel 2 aufgefundenen Eigenschaften der
Multiplikatoren y € [ L™ ]* benutzt. In Kapitel 5 wird die Anwendung der Sétze anhand von Aufgaben aus
der Transportoptimierung veranschaulicht. Es entspricht der Anlage dieser Arbeit, dafl hier Paare dualer
Aufgaben betrachtet werden, nachdem schon zuvor die Beweise der Hauptsitze mit Argumenten der Duali-
tatstheorie gefithrt wurden.

Das sechste Kapitel enthélt den ersten und zweiten Hauptsatz in der Formulierung fiir distributionelle
Aufgaben. Die vorliegende Arbeit ist urspriinglich durch die Frage nach distributionellen Verallgemeinerun-
gen des mehrdimensionalen Pontrjaginschen Maximumprinzips angeregt worden. Nach den Untersuchungen,
die zu den Ergebnissen in Kapitel 4 gefithrt haben, erscheinen die Hauptsatze im distributionellen Fall eher
als deren Korollare. Sie sollen nun an den Schlufl der Arbeit gestellt werden. Wie angekiindigt, lassen sich
diese Satze mit derselben Technik beweisen, die schon in Kapitel 4 eingesetzt wurde. Der dritte Hauptsatz
hat jedoch kein distributionelles Gegenstiick.



